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LES 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Les personnes qui veulent étudier la théorie des fonc- 
tions elliptiques ont certainement d'excellents ouvrages 
à leur disposition : les Fundamenta nova de Jacobi, les 
OEuvres d' Abel, l'ouvrage plus ancien de Legendre, sont 
des chef. d'oeuvre qu'il est bon d'avoir lus quand on veut 
approfondirla théorie des fonctions elliptiques. Le Traité 
des fonctions doublement périodiques, de MM. Briot et 
Bouquet, résume aujourd’hui presque tous les faits acquis 
à la Science sur cette branche intéressante de l'Analyse; 
mais il n'existe pas de Traité, pour ainsi dire élémentaire, 
dans lequel on puisse prendre une idée suffisamment 
exacte de la théorie des fonctions elliptiques, sans cepen- 
dant l'approfondir dans tous ses détails. 

Nous croyons donc faire une chose utile en offrant 
aux lecteurs des Nouvelles Annales une théorie des 
fonctions elliptiques résumant leurs propriétés les plus 
importantes, et leurs principales applications à la Géo- 
métrie et à i Mécanique. 

Nous n'avons pas l'intention, disons-le immédiate- 
ment, de suppléer à la lecture des grands maitres; nos 
articles devront surtout avoir pour but de faciliter cette 
lecture et d'en inspirer le goût. 


L. — Fonct. elliyt. x : 


(2) 
NOTIONS PRÉLIMINAIRES. U 


Avant d'aborder la question des fonctions elliptiques, 
nous ferons connaitre quelques principes relatifs à la 
théorie générale des fonctions. 

Nous représenterons une imaginaire x +7 V= par 
un point dont les coordonnées seront x et y, ou par une 
droite dont la longueur sera le module r= x?-- y?, 
faisant avec l'axe des x un angle 0 égal à l'argument de 


x + y V—1. Cet argument sera d’ailleurs pour nous 


H Ka 
l’un quelconque des angles ayant pour cosinus = et pour 
r 
sinus Č. 
r 


Quand nous dirons que le point x +y ar décrit 
une courbe, il faudra entendre par là que le point dont 
les coordonnées sont x, y décrit cette courbe. On peut 
considérer l'expression X + Y /—1, où X et Y sont des 
fonctions de x et y, comme une fonction de x +y Vi, 
Cauchy se plaçait à ce point de vue, mais nous ne con- 
sidérerons que les fonctions de x -+ y V—r ayant une 
dérivéeuniqueet bien déterminée. Cette condition d'avoir 
une dérivée unique impose à X et Y certaines propriétés 
que nous allons faire connaitre. La dérivée de X -+ Y V= 
est 

dX 
dX. + dY V=r dz 
dr--dyV—1 dz + dy V — 1 


dX fed dY 
da: + de zt v= i (e+ mo). 
Se 


. dy , H 
; e A. 
et, pour qu'elle soit indépendante du rapport 77» © està 


dire de la manière dont dx + dy /.— 1 tend vers zéro, 


= 
CG 
Ca 


il faut que 


1) — IX —— 


de de dr 


I V— I 
Kon l'on conclut, en égalant les parties réelles et les coef- 


ficients de y— 1, 


dX dY s dY dX 


dé Wu WE mE 


Nous supposerons ces relations toujours satisfaites; d'ail- 
leurs, la manière dont on prend les dérivées des fonctions 
que l'on rencontre en analyse prouve que ces fonctions 
n'ont qu'une seule dérivée. 

Une fonction qui n'a qu'une dérivée en chaque point, 
c'est-à-dire pour chaque valeur de la variable, a quelque- 
fois été appelée monogéne. 

Une fonction est dite monodrome dans une portion C 
du plan, quand, le point qui représente sa variable (ou, 
pour abréger, quand sa variable) se mouvant dans cette 
portion C du plan, la fonction reprend toujours la méme 
valeur quand sa variable repasse par le méme point. 

Les fonctions bien définies, telles que les fonctions ra- 
tionnelles, le sinus, le cosinus, l'exponentielle, etc., sont 
monodromes dans toute l'étendue du plan; car, leur va- 
riable étant donnée, elles sont entiérement définies. Il n'en 
est pas de méme des fonctionsirrationnelles ; ainsi, pour ne 


prendre qu'un seul exemple, yz — a ou Vac 4-yy—1—a 
n'est pas monodrome à l'intérieur d'un contour conte- 
nant le point a. 

Imaginons, en effet, que le point z, ou x +y /— i. 


(*) Pour l'interprétation de ces formules, voir le Traité des fonctions 


doublement périodiques, de MM. Briot et Bouquet, 
l. 


(4) 

décrive un cercle de rayon r'ayant pour centre le point a, 
on sait que la droite qui représente la somme de deux 
imaginaires est la résultante des droites représentant 
chaque partie de la somme (*) ; la droite re!V=1, qui re- 
présentera la somme z — a, sera donc la résultante des 
droites qui représentent z et — a. Cette droite est celle 
qui va du point +a au point z. Supposer que le 
pointz décrit un cercle de rayon r autour du point 4, c'est 
donc supposer que le module r de z — a = re!V-! reste 
constant. Cela posé, on a 


V2 — a: rie 5 


Que le point z se meuve sur le cercle en tournant dans 
le sens positif (celui dans lequel les angles croissent en 


mu S RES 0 À 
Trigonométrie), 0 va croître ainsi que — Mais, quand 
2 


9 aura varié de 27, le point z sera revenu à son point 
de départ, et z aura repris sa valeur initiale; il n'en 


sera pas de méme de yz — a, qui sera devenu 


1 0-28 1 Ditz 
æ —1 1 
rie 2 — 


Ses 


I-— pte é 


et qui aura changé de signe. 


DES INTÉGRALES PRISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES. 


La fonction f(z) de la variable imaginaire 


DEER ER 


(*) Poir YOuvrage de Mourey sur La vraie théorie des quantités pré- 
tendues imaginaires ; sur le Calcul des équipollences (Nouvelles Annales, 
2° série, t, VIII, 1869); mon Traité d'Algébre; l'Ouvrage de MM. Briot 
et Bouquet déjà cité, ete. 


edm. 


LA 


(5) 
est en réalité une fonction de deux variables, et si, entre 
x et y, on établit une relation, telle que 


z—e(t) 7 =Y(t), 


f (z) devient alors fonction de la seule variable z. Si l'on 
pose alors > 


v mt (to) DE (4p) sd X mo D), S NDT, 


Su ën een Z-—X--YV—i, 


` 


aT 
CORY 
| HT + Vi) de 


aura une valeur bien déterminée, On représente souvent 
celte intégrale par le symbole 


l'intégrale 


seg 


«n 
qui, comme l'on voit, est indéterminé si l'on ne dit pas 
de quelle facon x et y sont liés entre eux on à t. Cette 
expression est ce que l'on appelle une intégrale prise 
entre des limites imaginaires; pour en préciser le sens, 
on ajoute la relation qui lie x à y, soit directement, soit 
par l'intermédiaire de la variable auxiliaire t. 

Le plus souvent on emploie, pour fixer le sens de la 


Z 
notation f f (z) dz, un langage géométrique, et, au lieu 
Zo 


de se donner les relations x = o (t), y =Y (t), on in- 
dique la nature de la courbe représentée par ces équa- 
tions, Si, par exemple, on posait 

æ— Cost, y-— sint 
on aurait x°+y°= 1, et si l'on intégrait par rapport à t 
de zéro à 7, on dirait que l'on prend l'intégrale le long 


a 


(6) 
d’un demi-cercle de rayon un, décrit de l’origine comme 
centre et limité à l'axe des x. 

Réciproquement, quand on se donne le contour d'in- 
tégration, on ramène facilement l'intégrale à une ou 
plusieurs autres prises entre des limites réelles. Suppo- 
sons, par exentple, que l'on demande d'intégrer f'(z)dz 
le long d'une droite inclinée à 45 degrés sur l'axe des x, 
issue de l'origine et aboutissant à un point situé à la dis- 
tance Z de l'origine. 

Les écuations de cette ligne seront 


S2 ,N2 
VU nnt. — i — A 
EE Us Xu 


on aura 


y2 


D 
da = dt d dy s Ee ` 


et, par suite, 
1 x 53 i1 
ffis)de- f Apo v9 e 032a. 


Je prends pour limites o et 7, parce que 7 représente la 
distance du point (x, y) à l'origine; cette distance est o 
ou Z, selon que le point (x, y) est à l'origine ou à l'ex- 
trémité de la droite. 


'Tu£onkwE pp Caucuy. — Le point z variant à lintd- 
rieur d'un contour donné, si, à l’intérieur de ce contour, 
la fonction f(z) reste monodrome, monogène et finie, 


Z 
Üintégrale z)dz conservera toujours la méme va- 
5 
v Zo 
leur, pourvu que le chemin qui mène de zy à Z ne sorte 
pas du contour donné, quel que soit d'ailleurs ce che- 


min. ' 


Pour démontrer ce théoréme, un des plus féconds de 
toute l'Analyse, nous intégrerons la fonction f (z) le long 


(7) a 
de deux contours AMB, ANB. Soient s l'arc du premier 
contour compté à partir du point A, et Ks l'arc du second 
compté toujours à partir du méme point À ; soient 


WU O 
les équations du premier contour, et 


zı = oi As), acm pal ks) 


& 
celles du second; et, en désignant par S l'arc AMB, Wi 
r Fig. 1. 
B Ki 
N 
db Sv 
A 


supposons que AS soit l'arc AND. Joignons maintenant 
les points correspondants des deux contours; soient M 
et N deux points correspondants, c'est-à-dire tels que 
AN — kAM. Nous supposerons que la droite MN soit 
tout entière dans l'intervalle compris entre les deux con- 
tours; considérons maintenant le contour ayant pour 
équations 


æ — Ga EIER 


Hg: (ks) 


Qi — Da Q, — Da 


s= qi (s) , 


y — & 


Droa 
= Ji (s) —— + ks . 
Pies Ag crece EE 
Pour « = c4, il se réduira au premier contour AMB, 
et, pour € = o, il se réduira au second ANB; et, de 
plus, tous ses points seront compris à l'intérieur de 
l'aire AMBNA, quand on supposera œ compris entre æ, 


à m 5 
et zs. Intégrons la fonction f(z) le long de ce contour, 
nous aurons 


pres f Fen umi) 


vo 
A 
^S 
dz 
pm (z) x ds; 
? ds 
de 4 
de d, restent d'ailleurs finis, ainsi que leurs dérivées 


prises par rapport à o, Appelons u cette intégrale, nous 
L| 
S "m 
du d dz 
= — — z)— |ds 
da f da Lu rd d 
du T j dz EE 
c 2) — |ds 
da =f [^ da ds Te) dads | ? 
ou, en intégrant le second terme par parties, 


du DENK EE 
Loge | Oad PALT 


ou 


aurons 


ou 


dz 
Or Ja € nul pour s = o et s = S, le contour passant 
œ 


en À et B pour s = o et s =S quel que soit a, c'est-à-dire 


du À 
ne dépendant pas alors de œ, donc dz = 9» et par suite, 


u ne dépend pas de 2; il a donc la méme valeur pour 
& = d; et pour æ = Gas c'est-à-dire que l'intégrale prise 
le long de AMB ou de ANB conserve la méme valeur. 
Cela suppose toutefois que f (z) conserve la méme valeur, 


Dm 


(9) ^ 
quel que soit le contour par lequel le point z se rend 
de A en B; f(z) doit donc être monodrome; elle doit 
aussi être monogène, car nous avons supposé 
df GE d j 

dee 19) s 2 a — ue 
c’est-à-dire que nous avons admis que f"(z) restait indé 
pendant de la direction de l'accroissement donné à z, 
pour en faire le calcul; enfin nos raisonnements sup- 
posent f(z) et f" (z) finis. 


Considérons maintenant deux contours quelconques 


Fig. 2. 


Br b 


aboutissant en A et B, et désignons, pour abréger, par . 


(PRQ ...) l'intégrale de f (z) prise le long d'un contour 
dunes dd PRQ .... Le théoréme est démontré pour 
deux contours formant à eux deux un contour fermé 
convexe, car une sécante joignant deux points corres- 
pondants ne rencontre le contour fermé qu'en deux points 
et reste intérieure à ce contour: il en résulte que lin- 
tégräle prise le long d'un contour fermé convexe quel- 
conque est nulle, car l'intégrale en question est égale à 
l'intégrale prise le long d'un contour infiniment petit. 
C'est cette proposition que nous allons d'abord généra- 
liser ` considérons le contour AMBN, décomposons-le en 
une infinité d'autres par des paralléles à uno direction 
donnée, on obtiendra ainsi une série de contours con- 


KE 


# 


(10) 


vexes. En vertu de la notation adoptée, on aura alors 


(ab) + (00) 
(a) + (th) 


me nn e 


BESTE 

= = 
ES 

& 

eS 

+ 

TWO 

` 

= 

| 

E 


si l'on ajoute toutes ces formules, les termes tels que (ol b’) - 
et (b'a') se détruisent, et il reste Z(a'a) + Z(bb') = o, 
c'est-à-dire que l'intégrale prise le long du contour 
fermé total est nulle. On a donc 

(AMB) + (BNA) — o, 
ou 

(AMB) — (ANB) — o, 
c'est-à-dire 

(AMB) — (ANB). 
C. Q. X. D. 


CAS OU LE THÉOREME DE CAUCHY TOMBE EN DÉFAUT. 


Cauchy a remarqué. que son théoréme tombait en 
défaut dés que la fonction f'(z) cessait d'étre finie, con- 
tinue, monodrome ou monogène, et il a tiré parti de ces 
cas pour enrichir la Science d'une de ses plus belles 
découvertes, 


Tutonkwe I. — L'intégrale d'une fonction mono- 
4 "d . D 
drome, monogène, finie et continue (ou synectique, 
comme l'appelle Cauchy) à l’intérieur d'un. contour 
fermé, est nulle quand on la prend le long de ce 
contour. 


En effet, elle est égale, comme nous l'avons déjà ob- 
servé, à l'intégrale prise le long d'un contour quel- 
conque, ayantla méme origine et la méme extrémité, in- 
térieur à ce contour; le deuxiéme contour pouvant étre 


O 


(11) 
pris aussi petit que l'on veut, puisque l'origine et l'ex- 
trémité se touchent, l'intégrale est nulle. 
Cauchy appelle résidu de la fonction monodrome, 
monogène et continue f(z), pour la valeur c qui rend 
f(z) infinie, l'intégrale 


prise le long d'un contour circulaire de rayon infini- 
ment petit, décrit du point c comme centre. 
DH 


'Tu£onkwr IL. — Soient Ri, Ras ..., R, les résidus 
de la fonction f(z) relatifs aux infinis cs, Cay ..., Cn 
de cette fonction, contenus à l’intérieur d’un contour 
fermé où elle reste monodrome et monogène, l’inté- 
grale f f (z) dz prise le long de ce contour sera égale à 


(Ri 4- T4 +... 2- Bal 22 — 1. 


Supposons qu'il n'y ait que deux infinis dans le con- 
tour, et qu'ils soient les centres des cercles bcd, ghi; 
appelons en général (M) l'intégrale de f (z) le long du 
contour désigné par M. 

Le contour abcdaefghifjka constitue un contour fermé 
ne contenant pas les infinis de f (z) ; donc (abedaefghifjka) 
est nul. Or 


(abedacfghifjka) = (ab) + (bed) + (da) + (aef ) + (fg) 
+ (ghi) + (f£) + (he); 
le premier membre est nul; (ab) — — (da), car ce sont 
les mêmes intégrales dont les limites sont inversées; de 


méme (f$) — — (if) et (jka) + (aef) est l'intégrale 


proposée; on a donc 


o = (bcd) + (ghi) + f f (z)dz. 


(12) 
Or (bed) est l'intégrale prise le long d’un contour cir- 
culaire trés-petit décrit autour d'un infini, z marchant 


Fig. 3. 


dans le sens rétrograde; cette intégrale est, au facteur 


prés — ——  —. le résidu de f (z); donc 
2zV/—1 


0 27V —1IR, — 27 y — I R, + [f (z) dz, 


JS (a) dz —2nzXV —1(R, + T). 
GO FED. 


ou 


CALCUL DES RÉSIDUS. 


Avant de montrer comment on calcule le résidu 
d'une fonction, nous allons revenir un instant sur la 
règle de la différentiation sous le signe f. Cette régle 
est encore applicable quand on s'adresse à une intégrale 
prise entre des limites imaginaires, puisqu'une telle in- 
tégrale revient à une autre prise entre des limites réelles. 
Enfin cette régle est encore applicable quand la variable 
par rapport à laquelle on différentie est imaginaire. 
En effet, différentier une quantité u par rapport à 


x 4- y /—41, c'est calculer le rapport 


dz + dy —1 


(18 ) 
Ce rapport est indéterminé (excepté si u est une fonc- 
tion monogène), et, pour en préciser le sens, on doit 
dy $495 à 
donner le rapport =; ou, si l'on veut, on doit supposer 
dx f j PI 
x et y fonctions données ọ (t), Y (t) d'une méme va- 
S daz d PRU 5 
viable t, et se donner 3 Z -On différentie alors le 
a & 
long de l'élément (dx, dy) appartenant à une courbe 
dont les équations sont x = 9 (t), y = Ņ (t); on a alors 
l'expression suivante de la dérivée de u 


du du 


LAORE 


Si l'on veut alors différentier intégrale 
S 


V—ff(u, æ Eyy ln 


3 ee du E 
par rapport à æ+-y4—1, on formera dz pus la 
dx 


règle ordinaire, et l’on aura 


| d 
dv SS d e(t) ST e 
d(r--yV—1) 9 + Y V —1 : 


ou 


$ dv df 

de zt iG xy 47m) 

et l'on voit que l'on différentie par rapport à un para- 

métre imaginaire comme par rapport à un paramètre 
réel. ; 

Lorsque la quantité qui se trouve placée sous le signe f 

est monogéne par rapport au paramètre, on peut rai- 

sonner encore plus simplement en faisant observer que 


du du 
zi est égal à dz? et que dilférentier par rap- 
—1 


de -- y V 


(14) 
port à x +yy—1, c'est en définitive différentier par 
rapport à la variable réelle x. 


Cela posé, calculons d'abord le résidu de la fonction 


z ? g À S ; 
(z) » ọ(z) étant supposée finie et différente de zéro 
2-—C t 


pour z = c5 ce résidu est 


I Ber o Seele) 
(1) e mc 


et l'intégrale est prise le long d'un contour circulaire 
infiniment petit décrit autour du point c comme centre. 
Soit e le rayon de ce contour, on pourra poser 


(2) z= c + ee vi, 


et faire varier 0 de o à 27. En effet, la longueur de cz 


Fig. 4. 


étant désignée par €, et e restant constant, le point z 
décrit le cercle de rayon e et de centre c. L'angle 0 est 
l'angle zcX que zc fait avec l'axe Ox, et, quandle point z 
décrit le cercle, 0 varie évidemment de o à 27. De (2), 


on tire 
da — «e — d0. V =T; 3 


(1) devient alors 


j 2c " 
— LL zl 
Be i 9 (se + c) d0. 


Or R est indépendant de la longueur du rayon e, qu'il 


$ 


" (15) 
faut du reste supposer infiniment petit; donc, en faisant 
e—0,0na 


On voit donc que, si f (z) est une fonction telle que 
(s — c) f (2); 
pour z — c, soit une quantité finie différente de zéro, 
cette quantité sera précisément le résidu de f (z) relatif 
à son infini c. 
Reprenons la formule (1), et remplaçons R par 9 (c), 
nous aurons 


et, en différentiant m — 1 fois par rapport à c, 


vlde ee 2,3. Gap 


on a donc 


27 —1, 20) 1.2.3...(m—1) 


et l'on a ainsi le résidu d'une fonction de la forme 


ee f 285 iie day] o. 


Z D . spp H 
zt ei où p(z) est finie et différente de zéro pour 
Sr 


z =c, et m entier et positif. Dans la suite, nous ne ren- 
contrerons que des résidus de fonctions de cette forme. 


APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS A LA RECHERCHE 


" DES INTÉGRALES DÉFINIES. 
Proposons-nous d'abord de trouver la valeur de l'in- 
tégrale définie suivante, dans laquelle a ést un nombre 


positif, 


ü 


(16) 9 
A cet effet, nous prendrons l'intégrale 


gums 
dz 
S 


le long du contour suivant formé : 1° d’une droite ga 
8 E 

allant de — co au point a. voisin de zéro ; 2° d'un demi- 

cercle très-petit abc, décrit autour de l'origine avec le 


Fig. 5. 


rayon 75 3? d'une droit&allantde c vers + oo ; 4° d'une 
perpendiculaire de à l'axe des y, située à l'infini; 
5° d'une parallèle ef à l'axe des x, située à l'infini; 


6° d'une perpendiculaire fg située également à l'infini; 
nous aurons, en supposant a positif, 


ET ege d 
donies 


(abc) = — SE V — 1.résidu de 


ec jan —i 
(ed) — ab 1 dx, 
r x 


fe ew (y dy VE 


ey 
= TV 


h, 


de) — EELNE LN XE 
(de) do. O Ey Ver * 


Le contour total d'intégration ne contenant pas d'in- 


4 eii DEA à $ 
fini de — ——, l'intégrale prise le long de ce contour est 
Z S 5 t 


(y) 


nulle; donc 


=r g-az/—i EET: D sem 
jJ d : der Vi + f dr — 0. 
j æ 


re) æ 


Or la première intégrale devient ? 


E: an) dx 
AE x: 


quand on y change x en — x; et par suite 


eo azy —i —ary 1 a) 
[4 [4 
Fa a trn 
$ x 
, 
ou, pour r = o, x 
S : 
—— sinaw —— 
f 2 ÿ—1: dx — m ÿ— 1, 
5 a 
ou enfin i Gë 
© sinax PU Snax 
— dr == cet das = m. 
0 2 — fé 
La fonction » 


+o sinax 
—— dx 
fioc a 


ne contient donc pas a, mais elle en dépend; en effet, 
en changeant le signe de a, elle change de signe; cela 
s'explique, car, en posant ax = z, on a 


bm qd eU az 
sinar sinz 
JE da: Sch dz. 
e ES x xo 5 


Si nous intégrons f'e-"'dz le long de l’axe des x et d'une 
paralléle à cet axe située à la distance a, et si nous fer- 
„mons ce contour par deux parallèles à l'axe des y situées 
à l'infini, nous trouverons zéro; or les intégrales rela- 


L. Fonct. ellipt. 2 


(18) 
tives à ces parallèles à l'axe des y sont nulles, ce qui se 
voit en écrivant notre intégrale ainsi : 


2 SES 2 a 2 e ESI mm 
íi de a= f ez dz «f ever dy | — i 
We - — 9 


= E 
«f e-t +a? nayi dr 
E 


o * E GEN 
«f gom dy = 1; 
a 


on a donc 


+00 +o v2 
o Si e—* dx -f gra? ary i dx; 
— co — 00 


on en tire 


o = yr — e e— (cosaaz — V— 1 sin2aæ)dr; 
—00 


d’où, séparant les parties réelles et imaginaires, 
ELO med 
Vre-t = f er cos2.a 2 dx, 
— 00 E 
Er 
SH ez sin2axdx, 
d — D 


Si l’on veut obtenir la valeur de l'intégrale 


qs cosa x dx 
PU 

2 

AS (e wt 


on peut observer qu'elle est la partie réelle de celle-ci 
+o pary =i 
£ dx, e 
Lait E 


qu dz 
1 + 7? 


laquelle est égale à 


(19) 

prise le long de l'axe des x. Mais on peut remplacer 
l'axe des x par un demi-contour circulaire de rayon in- 
fini décrit de l'origine comme centre et situé au-dessus 
de l'axe des x. En effet, à l'intérieur del'aire limitée par 
l'axe des x et ce dernier contour, la fonction intégrée 
reste finie et continue, pourvu que a soit positif, excepté 
pourtant au point z — Vis ; donc la différence des deux 
intégrales ne sera pas mulle, mais bien égale au résidu 

^" 
de eis relatif à z = y= r, c'est-à-dire à ——— mul- 
I +2! 2 y= 


tiplié par 27 (21 ce qui donne Te". Mais l'intégrale 


prise le long du contour demi-cireulaire est nulle; pour 
l'évaluer, il faut prendre z = ReV-! et faire varier 0 de 
7 à o, ce qui donne 


o R cos 0,/— 1 — n sin E ESS 
T - TT dë Re y — 1. 
Jr 1 R?(cos20 + /— rsin20). « 


Pour R = œ , cette intégrale est bien nulle, et l'on a 
E 


+ co 
cosaa x 
j — —— dr EnG. y 
ee IL x 


D 


" 


QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS. 
Nous avons trouvé que l'intégrale 


1 Cal 


2r V—1 ig 


a (a 7 : 
était égale à f(x), la fonction f(z) étant monodrome, 
monogène, finie et continue autour du point x; soit donc 


(1) EE (s zu, = da PCIE 


ym z— 
2. 


(20) 
On voit que f(x) a toujours une dérivée, car on peut 
ici différentier sous le signe f par rapport à x; cette dé- 
rivée en a une à son tour et ainsi de suite, ce qui est une 
propriété précieuse des fonctions monodromes et mono- 
genes. 
Si, dans la formule (1), on pose z = x + re =i, 
devient 


2m ei . 
$ = il at et 4- æ)d0 eva 


elle 


cette formule contient, comme l'on voit, un grand nom- 
bre d'intégrales définies, La formule (1) donne, en la dif- 
férentiant, 


r f(z)ds —. i in 
27 wee m D 343. Loch 


ou, en posant z — ro M7 Lp ar, 


do a 


e I 2m 
pax Deag) - E " 
; S(r rev y METERS] "eren 


ag 
En appelant alors M le maximum du module de f (z) sur 
le cercle de rayon r décrit du point x comme centre, 


on a 
1 M QT I ; 
oic dð — mod. ITE Zeck, 
ou 
mod. f^ (2) < : Ge * M, 
7” 
ou 
* 7" mod. f^ (æ) 
M "ura O08: 


Cette formule montre que, si toutes les dérivées de f (x) 
ne sont pas constamment nulles, c'est-à-dire si f (x) n'est 


TE 


pas une constante, on pourra toujours prendre r assez 
grand pour que M croisse au delà de toute limite; donc : 


Tnéonime. — Une fonction monodrome et monogène 
devient forcément infinie pour une valeur finie ou infi- 
nie de sa variable; donc aussi la considération de son 
inverse prouve qu'elle s'annule pour une valeur finie ou 
infinie de sa variables donc enfin l'équation fe x)=0 a 
nécessairement une racine. 


sf, "` 


Reprenons les formules 


i I Jets dae e. I re 
(1) 27 V— i ee mere (els 


(2) dicssa 


la dernière peut s'écrire 


1 [ fs), june gas 
Ho SL et EE 
27r V -—I EU z— a) 


+ f x ois nens 
gs 1 


-f Ae je ds | ris), 


(o) f (a) +(x — ajf (a) +1... 


[ne fa) ppt J(z)(« — a)" T 


Mac (n — Ho VE (z—a)"(2—2a) 


ou, en vertu de (1), 


Ce dernier terme tend vers zéro pour n = œ , pourvu quo 
X -—a soit assez petit, et l'on voit que, pour x = a, toutes 
les dérivées de f f(x) ne sauraient être nulles, si f(x) 
n'est pas une constante. Supposons que les (n — 1) pre- 
miéres dérivées seulement soient nulles et que la none 


(222) 


ne le soit pas, la formule précédente se réduit à 


f(x) 2 (x—ay I f F(z)ds 


[z— a) (=z) 


^ 
le facteur de (x — a)" ne sera pas nul pour x = a, et l'on 
voit que, si f (a) est nul, f (x) sera dela forme; 


(x — a)" $ (x), 


W(x) restant fini pour x = a; donc : 


Tuéonkme. — Une fonction monodrome et monogène 
n'a que des racines d'un ordre de multiplicité entier; ii 
en est de méme par suite de ses infinis. 

Voici uue derniére proposition trés-importante : Soit 

ur 

RS AS z : 
f'(z) la dérivée de f(z); les infinis di seront sim- 
Z 
ples et seréduiront aux zéros etaux infinis de f (z). Soient 
445 az, . . . les zéros de f (z) contenus dans le contour C, 
94, Ga, ... les infinis contenus dans le méme contour; 
alors 


Äis) n'étant plus ni nul ni infini dans le contour C; pre- 
nons les logarithmes et diflérentions, on aura 


Dale pi. s n plz), 
Ee KSE 
Multiplions par F(z), qui ne devient ni nul ni infini 


dans le contour C ; nous aurons, en intégrant le long de 
71 
ce contour, : 


I fee dz — XmF(a)— XnF(a). 


2m —1 VO 


Si l'on fait F (z) —1,0n trouve Zim — En, c'est-à-dire la 


( 23 ) 
différence entre le nombre des zéros et des infinis; mais 
alors 


IM pa M 25: 
2nV—1 J (2) d cm KG) 


— Ll [logf(z) = 3m Xn, 
EA) 


log f(x) = log mod. f (2) — V/—1 arg.. f (z); 


ainsi 21 (Zm — Zn) est la quantité dont varie l'argu- 
ment de f(z) le long du contour C, quand, le point z 
effectue une révolution complète le long de ce contour. 


Quand on prend F(z) = z, on a 
1 f (z)z 
RIEN lz = ima — ing. 
27 V—1 jJ Fl) : 6 


THÉORÈMES DE CAUCHY ET DE LAURENT. 


Nous terminerons ces considérations préliminaires en 
donnant, d'aprés Cauchy et le commandant Laurent, une 
nouvelle forme au théorème de Maclaurin. 


Soit J (x) une fonction finie continue monodrome et 
monogène à l'intérieur d'un cercle de rayon R décrit 
de l'origine comme centre. Elle sera développable par 
la formule de Maclaurin pour toute valeur de x com- 
prise à l'intérieur du cercle en question. 


En effet, si l'on décrit un cercle de rayon R' un peu 
plus petit que R de l'origine comme centre, on aura, 
en intégrant le long de ce cercle. 

jj 


f(x) -— f2 des 


DI THEN Lv Ww 


pourvu que le point x soit situé dans son intérieur ; alors 


(4) 
x . I 
le module de z sera plus grand que celui de x et, = "> 


étant développé suivant les puissances de x, on aura 
I T æ de 
Eg EE EN 
27 V—1. LT réa À z 


el s fn ee ft aee... 
£ (2) 


+ at ZE a+. |: 


Or on sait que 


ET PE) are 7510) : 
2x /—1J SEI 1.2.9... 7 


on aura donc 
n 


FK (x) —(o) + ES'lo) + — (0) +. 


ER 


ce qu'il fallait prouver. e 


Si la fonction f(x) est finie, continue, monodrome et 
monogène à l'intérieur d'une couronne circulaire de 
rayons R et D, ayant son centre à l’origine, elle sera 
développable pour toutes les valeurs de x comprises 
dans cette couronne en une double série procédant sui- 
vant les puissances entières ascendantes et descon- 
dantes de x. 


En effet, soit f! un signe d'intégration indiquant que 
la variable reste sur un cercle de rayon À décrit de l'ori- 
gine comme centre, soit 7 un peu plus petit que R, et 7” 
uu peu plus grand que R’, la somme 


Zu -f ARN dz! 
EE 


vw ëdi 


(25) 


z) 


sera égale à l'intégrale PAG dz prise lelongd'un cercle 
S 5 EA P S 


de rayon très-petit décrit autour du point x intérieur à 
la courorine; en sorte que, si l'on observe que celle-ci 


est égale à 27 y — 1 f (x), on aura 
DES R ARAS 


~ ds — £357 d! = any — ifla 
pa p? — x d f) 
ou bien, en observant que mod.z > mod.x et que 
mod. z' — mod. x, 


r À 
H 12 —— 
Ar delen Sen emnes 
» 5. ; 


* 


ce qui démontre le théorème. 


Exemples. —1log (1 + x) est développable à l'intérieur 
d'un cercle de rayon 1 décrit de l'origine comme centre, 
mais il cesse d'étre développable au delà comme l'on sait, 
et, en effet, pour x = — 1, le logarithme de x + x est 


nfini. 

Le point critique de (1 — x)" est x — 1, c'est ce qui 
explique pourquoi la formule du binôme cesse d’avoir 
lieu quand le module de x est supérieur à l'unité, etc. 


RÉMARQUE CONCERNANT LES FONCTIONS PÉRIODIQUES. 
Une fonction f (x) possède la période w quand on a 
f(x) pos p q 
S(t o) f(x) 
Se 
et, par suite, 72: étant entier, 


(a+ na) f(z). 


(26) 


e" possède évidemment la période ù ; quand on donne 


ITX yI 


une valeur particulière à e « , il en résulte pour æ 
une série de valeurs de la forme x, + nw, n désignantun 
enüer et x, un nombre bien déterminé. Si donc on con- 
sidère une fonction f (x) monodrome quelconque possé- 
dant la période w, elle pourra être considérée comme fonc- 


aV ix 


tion dey=e « et, si l’on se donne y, x ayant les va~ 
leurs x + n 9, f(x) prendra les valeurs 


F (zo -4- ne) — f (xi). 


Ainsi, y étant donné, f(x) aura une valeur unique et 
bien déterminée; il en résulte que f(x) est fonction 
monodrome de y. 


* 


Tl résulte de là que toute fonction périodique mono- 
drome possédant la période w pourra se développer 
suivant les puissances ascendantes et descendantes 


2T —— 
-— — * D . e D 
de e” à l'intérieur de certaines couronnes circu- 
laires. 


27x V—4 
Mais quand e^» ^ décrit un cercle, son module reste 


constant ; or, si l'on pose 
zr-—a«4By—1uj o= ghk AV =r 


il se réduit à 


p désignant une fonction linéaire de æ et f, et pour 
que cette expression reste constante, p. doit rester con- 
stant; x décrit donc une droite, de direction fixe d'ail- 


ax VZ 
Ap—— 


leurs, quand on fait varier le module de e^», Ainsi 
c’est entre deux droites parallèles que le développement 


(27) 
de f(x) sera possible, l'une de ces droites ou mème 
toutes les deux pouvant s'éloigner à l'infini. 
Ce théorème nous servira à jeter les fondements de la 
théorie des fonctions elliptiques. 


NOTIONS SUR LES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 


D 
Une fonction y, définie par une équation de la forme 


f(x,«)— 0, 


^ 


où f(x, y) désigne un polynôme entier en x et y, qui 
n'admet pas de diviseur entier, est ce que l'on appelle 
une fonction algébrique. L'équation qui la définit est 
dite irreductible. 

Une fonction ainsi définie est susceptible d'autant de 
valeurs pour une méme valeur de x qu'il y a d'unités 
dans le degré de f pris relativement à à y; mais ces vā- 
leurs ne peuvent pas ètre séparées les unes des autres 
et ne constituent qu’ une seule et méme fonction, ainsi 
que l'a démontré M. Puiseux. 

? Une fonction algébrique ne peut s'annuler que si le 
dernier terme de l'équation qui la définit s'annule, et, 


z $ E ; 1 
par suite, elle n'a qu'un nombre ane de zéros. si est 


défini par une équation algébrique que l’on sait former 
et n'admet, par suite, qu'un nombre; limité de zéros; 
donc y n ses qu'un nombre limité d'infinis qui sont 
les racines de l'équation obtenue en égalant à zéro le 
coefficient de la plus haute puissance de y dans l'équation 
qui sert à le définir. 

2° Nous admettrons que y soit une fonction continue 
de x, excepté pour les points où y devient infini ou ac- 
quiert des valeurs telles que l'on ait à la fois 

df 


f(z,x)- 0, de E Di 


(28) 
encore en ces points n'y a-t-il pas, à proprement parler, 
discontinuité, mais simplement indétermination d'une 
certaine espèce dont nous parlerons plus loin; nous don- 
nerons à ces points le nom de points critiques. 

Nous supposons ce théoréme connu du lecteur, et, en 
réalité, il est supposé connu de toutes les personnes qui 
s'occupent de Calcul différentiel; il est impossible de 
prendre la dérivée d'une fonction implicite sans l'ad- 
mettre. 

3° La fonction algébrique y admet une dérivée bien 
déterminée en tout point qui n'est pas critique : cela ré- 
sulte de la règle de la différentiation des fonctions im- 
plicites, et l'on a 


: E , SUONI, 
expression finie et déterminée si £7 n'est pas nul. 
NE o dy 


4° La fonction algébrique y est monodrome à l'inté- 
rieur de tout contour ne contenant pas de point critique. 
Considérons, en effet, un contour fermé C ne contenant 
aucun point critique ; supposons que la variable x dé- 
crivé un certain chemin continu à l'intérieur de C, en 
partant du point x, pour y revenir. Soient S ce chemin, 
yo la valeur de y en xy au départ, et y; la valeur que 
prend y quand x revient en xy. Si l’on n'a pas y, = y, 
yı ne pourra être qu'une des valeurs de y. Cela posé, dé- 
formons le chemin S en le réduisant à des dimensions de 
plus en plus petites. Quand ce chemin se sera, dans toutes 
ses parties, suffisamment rapproché de x, les valeurs 
de y le long du contour S seront, en vertu de la conti- 
uuité de y, aussi peu différentes que l'on voudra de y», 
el, par suite, différeront de y, d'une quantité finie, 
puisque, à l'intérieur du contour C dans lequel nous che- 
minons, les valeursde y sont nettement distinctes ; donc, 


CH 
quand le contour S sera devenu Amine, y re- 
viendra en x, avecsa valeur initiale yo. Mais, s'il n'en est 
pas toujours ainsi, il est clair que, pendant que le con- 
tour § se déforme, il arrive un moment où y revient 
encore en x, avec la valeur y, différente de yo, tandis 
qu'un moment aprés il reviendra avec la valeur primi- 
tive yọ. Soient donc deux contours S, et Bu, infiniment 
voisins, ramenant y l'un avec la valeur yo, l'autre avec 
la valeur y,; considérons deux mobiles parcourant 
ces contours en restant toujours infiniment voisins l'un 
de l'autre : en deux points infiniment voisins, y ne 
pourra avoir que des valeurs infiniment peu diffé- 
rentes. En effet, si l'on considére, à chaque instant, 
la différence des valeurs de y en deux points cor- 
respondants, cette différence, d'abord infiniment petite, 
restera telle, car elle varie d'une maniére continue 
comme y, et elle ne saurait devenir finie que si l'on con- 
sidère deux racines distinctes de T Eegenen 8) —0; 
mais, pour passer d’ une valeur à une autre, y serait 
obligé de rompre la continuité, à moins que l'on ne soit 
précisément dans le voisinage d'un point critique où 
deux valeurs distinctes de y sont susceptibles de différer 
infiniment peu l'une de l'autre pour une méme valeur 
de x. Ainsi donc, y revient toujours en xo, avec la même 
valeur y, si l'on ne sort pas du contour C. c. Q. F. D. 


DISCUSSION DE LA FONGTION qr — a. 


, 

Il est intéressant d'étudier la manière dont les fonc- 
tions algébriques permutent leurs valeurs les unes dans 
les autres autour des points critiques: nous renverrons, 
pour cet objet, le lecteur à un. Mémoire de M. Puiseux, 
inséré au t. XV du Journal de M. Liouville. Yl suffira, 
en effet, pour le but que nous avons en vue, de discuter 


( 3o ) 


les fonctions de la forme VER, où X représente un UN 
nóme entier en v. 

Commençons par la fonction y = yx— a, dans la- 
quelle a est une constante. Cette fonction a deux valeurs 


+Hys—a et SH, Ze? 


en chaque point égales et de signes contraires. Nous 
n'avons à considérer qu'un seul point critique, le point a 
pour lequel les deux valeurs de y deviennent égales à 
zéro. La fonction y ne cesse donc d’être monodrome 


qu'à l’intérieur d'un contour contenant le point a. 


Posons 
DV 
3 


z-—a--re 


WC Gë e : ) 
re sera représenté par la droite qui va du point a au 


point x (la résultante de deux droites représentant, Al 
ne faut pas l'oublier, la somme des imaginaires repré- 
sentées par ces droites); on aura 


Dey 

Ka 

EECH e K 
$ 


Si le point xdécrit un contour fermé contenant le point a, 


la droite re joignant le point a au point x tournera 


en décrivant un angle total égal à 2 m; la fonction 


0 


1 c 
= -V—1 
2 


2 
Vz—a&r [4 


7 
reviendra alors, quand x reviendra au point de départ 


correspondant à 9 = De, avec la valeur 


pren 


Ainsi l'effet d'une rotation autour du point a est de 
changer le signe de la fonction y. e 


Le 


DISGUSSION DE LA FONCTION 
VA(z— a)(2—0b){(x—c)..: (z—1). 
E "calcio. 
Quand le point x tournera autour du point a, yx —a 
changera de signe; ainsi : i 
Quand la UE décrira un contour dani conte- 
nant une des quantités a, b, ..., l, la fonction re- 
viendra au point de dini avec um changement de 
signe 


Quand la vraiable décrira un contour fermé conte- 
nant un nombre pair de points critiques, un nombre 


pair de facteurs yx —a, x — b, ... changeront de 
signes, et la fonction reviendra au point de départ avec 
sa valeur initiale; ce sera l'inverse quand le contour 
contiendra un nombre impair de points critiques. 

Au lieu de décrire un contour formé d'un contour 
simple, la variable peut tourner plusieurs fois autour 
d'un ou de plusieurs points critiques; mais ce cas com- 
plexe ne présentera aucune difficulté et se raménera aux 
précédents. 

Jesuppose, par exemple, un contour ayant son ori- 
gine en o et présentant la forme ci-dessous : quand la 


Vig. 6. 


variable a suivi le chemin opts, la fonction arrive 


(3) 
en s avec une valeur que j'appellerai y,, et quand x par- 
court le chemin sgrs, y revient en s avec la valeur — ys, 
en sorte que l'on pourrait supprimer la boucle sgrs et 
partir de o avec la valeur — yo; on pourrait de même 
supprimer la boucle uptu en partant avec la valeur 
initiale + yo; il reste alors le chemin optsqruo qui con- 
tient le point a et l'on revient en o avec la valeur — yo. 


ÉTUDES DES PREMIÈRES TRANSCENDANTES 
QUE L'ON RENCONTRE DANS LE CALCUL INTÉGRAL. 


Les fonctions entiéres s'intégrent immédiatement, les 
fonctions rationnelles s'intégrent en les décomposant en 
fractions simples : quand ces fractions simples sont de la 


A d d UTI 
forme ——— —— » elles s'intégrent immédiatement; quand 
GE a)" 


Le 


elles sont de la forme — 


X—daG 


» elles ne s'intégrent plus au 


moyen de signes algébriques, ou du moins on ne sait 
plus les intégrer de cette facon. 
On rencontre aussi des fractions de la forme 


Mzc-N 
(SET 
mais, en adoptant les imaginaires dans le calcul, ces 


H ` , H A A 
fractions se réduisent à la forme (gesta 


est la fonction logarithmique 


L'intégrale de 


bien étudiée dans les éléments et bien. connue ; on con- 
coit cependant que la découverte des logarithmes ait pu 
suivre celle du Calcul intégral, et il est intéressant de 
voir comment on aurait pu étudier les propriétés de la 
nouvelle fonction. 


(33) 


Et d'abord il y a lieu de se demander si l'intégrale de 


engendre réellement une fonction transcendante, 
T—a 


ou seulement une fonction réductible aux fonctions al- 
gébriques; nous allons voir, en étudiant ses propriétés, 
qu'elle constitue une fonction nouvelle. D'abord, en 
mettant à part le facteur A consüint el remplaçant ng 
par æ, on ramène cette intégrale à la forme 


dx 


Posons 


le signe log étant employé pour représenter la nouvelle 
fonction (nous précisons notre intégrale avec la limite x 
et non zéro, afin qu'elle reste finie). 

Nous pouvons prouver : 1? que logx n'est pas mono- 
drome et par suite ne peut pas étre rationnel; 2? que 
logz a une infinité de valeurs pour unë méme valeur 
de x, et qu'il ne saurait alors coïfitider avec une fonc- 
tion algébrique qui n'en a qu'un nombre limité. 
© Pour le prouver, observons que l'on peut aller du 
point 1 au point x, soit directement par le chemin rx 


Fig. 7. 


rectiligne, ce qui fournit la valeur que nous appellerons 


logz, soit par tout autre chemin. La valeur de l'inté- 
L. Fonct, ellipt, 3 


a 150 
grale prise le long d'un chemin qui, avec x1, forme 


D "ran I 
‘un contour fermé ne contenant pas l'origine où — est 
v ^ 


infini, donnerait la méme valeur logz; mais si, pour 
Fe H D B 
aller de 1 à x, on suit un chemin qui enveloppe le 


, point o, tel que celui qui est figuré en pointillé, l'inté- 


grale prise le long de ce contour, augmentée de l'inté- 
grale prise le long de x1, sera égale à l'intégrale prise 
le long d’un cercle de rayon très-petit décrit autour du 
point o; on aura doncgen se rappelant que cette der- 


nière est égale à + 27 y — 1, 


dx — 
y? — logsz =— 2r \V— 1; 
Je mets — 27 y — i + que l'intégrale doit être prise 
dans le sens rétrograde; on à donc dans ce cas 
dx DIE 
— —logz — »z/ —1. 


a 


e ; 
Si, au contraire, la figure avait la disposition ci-dessous 
on aurait 
M & 
d da — 
> E =logs + 2r V — 1o 
è Ga 


Fig. 8. 


Me y | Ar 


Il y a plus, si, au lieu de suivre un contour simple 
comme les deux précédents, on suit un contour en- 
tourant 2, 3, 4, ... fois l'origine, tel que celui ci- - 


(.95.) 2 e 
" < L D D D H 3 1 
dessous qui l'entoure trois fois, il est clair que l'on aura 


f een 6... /— 1; 
i Fig. 9. ? dh 

| z 
PEER | 
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GC? $ 


i E + 


dans le cas de la figure, on a 


dx En 
f $t e e 


Ainsi la valeur générale de l’intégrale considérée est 
logs zt 24m y= 1, 


k désignant un entier, et ces 1. de logx sont insé- 
parables les unes des autres; ainsi, quand le point x 

een a pour la seconde fois, l'intégrale y acquiert 
W: valeur égale à la précédente augmentée de 27, et 
cela en vertu de la continuité; en d’autres termes, on 
ne EL sun assigner K une valeur déterminée en a 
qu'en rompant la continuité de cette fonction. 


P ği l'on considère l’équation * 
dax d 
e s 


on en tire d'abord 


— + = = const., 
I m D D. 


r3 


& (36) 


ce que l'on peut écrire 


(1) logz + logy — loga, 


a désignant unefgonstante. Mais on en tire aussi 


y dz + sdy —0, 
ou 


(2) YID. 


b désignant une constante. Les formules (2) devant être 
identiques, faisons x — 1; (1) donnera logy — loga et 
(2) donnera y — b, ce qui exige que a — 5. Des for- 
mules (1) et (2) on tire alors, en remplaçant b par a, 


Lj 


logz + logy —logzxy, 


ce qui est la propriété fondamentale de la fonction lo- 
garithmique. 
La fonction inverse de logx sera représentée par e (x), 


en sorte que, si 

yop: 
on aura 

Dre (ns 


la propriété fondamentale des logarithmes donné la 
propriété fondamentale des exponentielles , 


e(z y) =e(x)e(y), 
ce qui conduit à écrire 
et comme l'on a 
logz = y + 2 kn — 1, 
y désignant l'une des valeurs de logx, on a 
erum eres i. 


d 
la fonction e* ériodi éri 
a fonctio est alors périodique et a pour période 


(37) 


ak Vs De la formule 


dx 
on tire 
i dr c 
y E 


y étant le logarithme de x, on voit que la dérivée de la 
fonction exponentielle e” prise par rapport à y est cette 
fonction elle-même; on est alors conduit à représenter e" 
au moyen d'une série, et sa théorie s'achève comme dans 
les éléments. 

On voit ainsi que la découverte de Neper eût été faite 
par les inventeurs du Calcul infinitésimal dés les débuts 
du calcul inverse. 


DES DIVERS CHEMINS QUE PEUT SUIVRE LA VARIABLE 
DANS LA RECHERCHÉ DES INTÉGRALES DES FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES. 


Toute fonction algébrique y étant monodrome à l'in- 
térieur d'un contour ne contenant pas de point cri- 
tique, son intégrale sera nulle le long d'un pareil con- 
tour ; donc : 

1° L'intégrale prise le long d'un contour quelconque 
Xox pourra être remplacée par l'intégrale prise le long 
du contour rectiligne xx, si entre ce contour et le 
contour donné il n'existe pas de point critique. 

2? Si, à l'intérieur du contour C formé par le chemin 
rectiligne et le chemin donné, il existe un point cri- 
tique o, on pourra remplacer le chemin donné par un 
autre allant de x, vers un point o trés-voisin du point 
critique sans sortir du contour C, tournant ensuite le 
long du cercle décrit de a comme centre avec «a pour 


rayon, revenant en c, puis en Xo par le chemin «x ins. 


A 


( 38) 
verse du chemin x,« suivi tout à l'heure, enfin allant 
par le chemin rectiligne de x, à x. En effet, le nouveau 
chemin et l'ancien ne comprennent entre eux aucun 


Fig. 10, E 


E point critique. 


x, | % 


Le chemin formé d'une ligne allant de x, au point 
æ voisin du point critique a, tournant autour de ce 
point et revenant en x, par la route déjà suivie pour 
aller de x, est ce que l'on appelle un lacet. 

Nous avons figuré ci-dessus un lacet en séparant 
Paller du retour pour bien montrer comment le lacet 
peut se substituer au contour C. 

3° Si, entre le contour C formé par le chemin recti- 
ligne et le contour donné, il existait plusieurs points 
criliques, on pourrait remplacer ce contour par une 
série de lacets suivis de la droite Mee 

4° Supposons que le contour d'intégration douné 
rencontre la droite xx, en p,q. 


+ a 


Fig. 11. 


, 


To ] 
On pourra remplacer le chemin x, Ip par une série LH 
Tag et par la droite xop; on est alors ramené au 


* 


Le 


( 39 ) 


chemin x;pmq, que l’on peut remplacer par une série 

de lacets suivis de xq; €t ainside suite; donc : d 
Taéonime. — 7. les E 

pour aller de x, en x peuvent étre remplacés par une 


ns que l'on peut suivre 
série de lacets ayant leurs origines et leurs extrémités 
en xs, suivis du contour rectiligne xx (*). 

Nous dirons qu'un lacet unit deux valeurs y; et y; 
quand ces deux valeurs de y se permutent l'une dans 
l'autre lorsque l'on suit ce lacet. 1 

Mais nous préciserons encore davantage : en général, 
en suivant un lacet, on ne permute que deux valeurs: 
la fonctiongrs toutefois il pourra se faire qu'en suivant 
un même lacet plusieurs fois de suite, on obtienne une 
permutation circulaire des valet S5, as Vas ee de Ny 
nous considérerons comme distincts tous les lacets par- 
courus avec des valeurs initiales différentes de y. Ainsi, 


par ud si le point a est un point critique ordi- 


naire, x racines y; et y, se permuteront l'une dans 
l’autre en parcourant ce lacet; nous le supposerons 
double, mais seulement pour la commodité du langage, 
en sorte que, s'il est parcouru avec la valeur initiale y;, 
nous le considérerons comme formant un premier lacet 
unissant y; à. et s'il est parcouru avec la valeur ini- 
tiale y, nous le considérerons comme un second lacet 
distinct du prétifier et unissant yz à y;. 

De méme, si au point a trois valeurs y;, y, y; se per- 
mutaient entre elles, on aurait à considérer le lacet cor- 
respondant comme triple : l'un des lacets simples unirait 


yi à y; et serait parcouru avec la "s initiale y;, et 


(*) Il va sans dire que nous supposons que le chemin rectiligne x,æ 
ne rencontre pas de point critique. S'il en rencontrait un, ce qui n'arri- 
vera que dans des cas tout particuliers, il faudrait, pour l'exactitude du 

'oréme, éviter ce point en déformant le contour rectiligne. 


y 


( 4o ) 
ainsi de suite. Ainsi, au mot lacet est auachée l'idée 
d'un chemin et l'idée d'une valeur initiale de y bien 
' déterminée. * Ta 


DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 


Dès les débuts du Calcul intégral, on est arrêté par 
des difficultés insurmontables quand on veut calculer la 
fonction dont la dérivée dépend d’un radical carré re- 
couvrant un polynôme du degré supérieur au second. 
Cette difficulté provient de ce que la fonction cherchée 
dépend de nouvelles transcendantes irréductibles, comme 
l'a prouvé M. Liouville, aux transcendantes étudiées 
dans les Éléments*ou aux fonctions Wope, Le- 
gendre, qui soupçonnait cette irréducubilité, s’est sur- 
tout attaché à étudier les propriétés analytiques des 
transcendantes les plus simples auxquelles conduit le 
Calcul intégral, et a créé la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

On donne le nom d'zntégrales elliptiques à des inté- 
grales de forme simple, auxquelles on peut ramener les 
intégrales de la forme "m 


(1) FS WER ei 
où F(x, y) désigne une fonction rationnelle de x ei 
de y, et où y représente un radical de la forme 

UE VA a* + Br Oz + Dr + E, 


A, D, C, D, E désignant des coefficients constants, 
Nous supposerons le polynóme placé sous le radical dé- 
composé en facteurs, et nous aurons 


=) Hl alle, 


G désignant un nombre quelconque réel ou imaginaire, 


in) 


On simplifie la formule (1) en posant 


ub St AE 
CSS 
on trouve alors 
(2) V — f'o(£, n) d£, 


€ (E, n) désignant une fonction rationnelle de E et de n, 
et Kee le radical 


y= ENG ei zc ee b — p)£].. 


Les puiggatioes, impaires de £ sous le radical disparai- 
tront si l'on. pose ` * 


UC EDEN EINEN 
(a— y) (6 — 2) + (a — 2) (6— 1) o: 


d’où l’on tire 


2ab — (a + b) (« + B) + 248 = o, 
2ab — (a + b) (y+ 9) + 238 = o, 


ou 
p p eB 2-8) Plet B) 
Kos? 3 
A &4-B—93—9 
A 2a — 240 H 
SEET 


Ces équations montrent que a et b sont racines d'une 
équation du second degré facile à former. On pourra 
donc toujours supposer que la quantité placée sous le 
radical n ne contient que le carré et la quatrième puis- 
sance de la variable E. 

Cette transformation semble tomber en défaut quand 
ona æ + f —y — à 0; mais alors on a 


y — Vale = («4- B) « abjir — (« 4- B) + 3$]. 


(42) 
et il suffit de poser 


SE 


Li 22 
1 2 


pour faire disparaitre les puissances St de la 
variable. 


Remarque I. — ll est bon d'observer que, si le produit 
(x—«)x—f)(x—*7)(x—9) est réel, les quan- 
tités a et b pourront toujours être supposées réelles; en 
effet, la condition de réalité des racines de [ét on 
du second degré qui fournit a et b est 


(«p — 79) — [eg (y -+ ô) — yô (« BIL nk 2) — o. 


. Le premier membre de cette égalité S'annule pour 
g — y, € = 0, D = y, Ê = 0, et l’on constate facilement 
qu'il est égal à (x — y) (x — ò) (B — y) (P — ò). Il est 
donc réel si æ, B, y, Ò sont réels. Il est encore réel si, 
ce que l’on peut supposer, a et B sont conjugués, et si y 
et à sont réels ou conjugués. Ainsi donc on peut tou- 
jours supposer a et b réels si 


(= alle — B)(e — 7) (2—8) " 


estun polynóme à coefficients réels. 


Remarque II. — Si le polynóme placé sous È radical 

y n’était pas décomposé en facteurs, en remplaçant xypar 
a+ bë 
ES 
radical, on obtiendrait la même simplification. 


et en annulant les coefficients de £ et £? sous le 


X. ? 
Remarque III, — Si l'on avait. `. 


= V6 — eji e), 


en posant À. 4 
ene, e 


v # 


RER 


on trouverait 
$ » 


3 V — f (n, E)dE, ` 


a 


P désignant une fonction rationnelle de £ et dën. 

Ainsi toute intégrale telle que V, dans laquelle y dé- 
signe un radical carré recouvrant un polynóme. du 
troisiéme ou du quatriéme degré, peut être ramenée à la 


forme. idis. à 
DIU y 
V So (eo, mg 
3 ; : € 
y désignant un radical de la forme 
ai 
/6( + ma) (1 + na?), » 


m et n désignant des constantes, et il est clair qu'en » 
posant V" * 


à e 
za im, P-—— —, 
V ? SÉ: m 


on pourra ramener le radical à la forme 


Van Fe). e 


Posant alors A 
éi y =V 0 — æ) (i = x), 


les intégrales que nous nous proposons d'étudier pren“ 


dront la forme 
V= S'F(x, y)dr, 


F désignant toujours une fonction rationnelle. Nous 
verrons par la suite que la quantité E", à laquelle on a 
donné le nom de module, peut toujours être censée 
réelle et moindre que l'unité. 


(44) 


RÉDUCTION DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES 
À DES TYPES SIMPLES. 


Reprenons l'intégrale 
(1) MESE ni ydas 
dans laquelle nous ayons vu que l'on pouvait supposer 


y= =) à — ka); 


D 
B . T 
F(x,y) peut toujours être mis sous la forme sen), 
H 
9 et j désignant deux fonctions entières de x et y; 
mais une fonction entière de x et de y peut toujours 
être censée du premier degré en y, car y? est une fonc- 
. tion entière de x, y? est le produit de y par une fonc- 
tion entiére de x, etc. On peut donc poser 
; A+ By 
Be, y) = =, 
À, B, C, D désignant des polynómes entiers en x. 
Si l’on multiplie les deux termes de cette fraction 


par € — Dy, elle prend la forme 
F(z,y) — Mt Ny, 
M et N désignant deux fonctions rationnelles de x, et 


` Ny? d 
comme Ny = ud on peut encore écrire 


F(x,y) =M 2» 


P désignant une nouvelle fonction rationnelle de x ; la 
formule (1) donne alors 


Vf Nds + fre. 


La premiére intégrale s'obtient par des procédés bien 


" | 
(45). 
connus et peut s'exprimer au moyen des logarithmes et. 
des fonctions rationnelles. Tl reste alors à étudier les in- 
tégrales de la forme 


dæ 


(2) u= E 


Je dis que l'on peut toujours supposer qu'il n’entre 
dans l'expression de P que des puissances paires de zx 


en effet, on peut poser 
P — H + GEN 
I--Ez' 


H, K, I, L désignant des polynómes de degré pair en x, 
et, par suite, on a 
(H+ Kz)(I —L2j. 


Es P— Lä 
" 
P peut donc être censé de la forme + 
M + Nx A 
PRI Py E 


"n 2" j 
M, N, S désignant des polynômes de degré pair. La 
formule (2) donne alors 


v= f$ fs dx 
—q—. 
S: 


La seconde intégrale, en posant x* — z, prend la forme 


Lis 


dz 
V(r—z)(r— ez) 
où f(z) est rationnel en z; elle pourra donc s'obtenir. 
par les procédés enseignés dans les Éléments du Calcul. 
intégral. M ne reste donc plus qu'à s'occuper des inté- 
grales de la forme (2), dans lesquelles P ne contient que 
des puissances paires de x. i 


La fonction P, étant décomposée en éléments simples, 
* 


Lé 
$46, ) ý ^ 
j: SA à termes 2 la for me A zim et 


À et a désignant de JE de et l'intégrale U se com- 
posera elle-méme de termes rédüctibles aux formes 


SG dr 
u sik GË DE Lois 
CH * 
e 


» 


A 


a? — a’ 


? 


(s intégrale u peut encore se simplifier, et "l'on peut Lou- v 
1 jours supposer m = o ou m = 1 : il suffit pour cela d’ob- 


server que l’on à de | 
^ qe aam y bat yp cmt ' E] 
4 pet Aun mirc: du, 


Vert Fe) 


à, b, c désignant des constantes que l’on déterminera en 
faisant les calculs indiqués; on en «conclut la formule de 


réduction & 
e. e am am-a Ekel gw 
sym [À ae +0 f - dee f dx 
AN | d e Ha 


n 


, 


"thi permettra de calculer | 


aem 
— dx de proche en proche, 8 


quand on connaîtra 


id e? TZ 
|y aa) v^ 


il suffira. pour cela d'y faire successivement 


OE noua 


^ 


DES TRANSCENDANTES DE LEGENDRE ET DE JACOBI. 


P En définitive, lésintégrales dela forme 
DS fF(er)de à " 


où F désigne une fonction rationnelle de x et d'ün ra- 


dical carré recouvrant un polynóme du quatrième de- 
& 
R 


Së 4 


( 47 ) * 
gré, peuvent se calculer au moyen des fonctions algé- 
briques, logarithmiques, circulaires, et au moyen de 
wois transcendantes nouvelles : 


de dz Rx 
dca o V(1— e) ja — #2) 


(1 — aa) y — m a n 


La premiére est, comme on le verra, la plus impor- 
tante : ce sont les trois intégrales elliptiques de pre- 
mière, de deuxième et de troisième espèce. 

Legendre pose x = sing; les trois intégrales précé- 
dentes deviennent alors, en prenant pour ‘imites infé- 


rieures zéro, 
? dy 
E uana S) 
o Vi sine 


I ? do I iue tue 
yj — M LE Co A sin? de 
a V1 — sine e ck M T 


et Le 


er 
U Jo (1— asin? d eang 
la première était pour Lie l'intégrale de première 


espèce, l'intégrale J V1 — sing dọ était l'intégrale 
" : 


de deuxième espèce, la troisième était l'im Dione de troi- 
sième espèce. L'intégrale de deuxième espèce représente 
l'arc d'ellipse exprimé en fonction de l'anomalie excen- 
trique de son extrémité. ^ 


o est ce que Legendre appelait l'amplitude des trois 
LZ 


» ( 48 ) 

intégrales, k porte le nom de module, a est le para- 
mètre de l'intégrale de troisième espèce. à 

Legendre, dans son Traité des fonctions elliptiques, 
étudie surtout les propriétés des trois intégrales que 
uous venons de signaler, et indique le moyen d’en con- 
struire des Tables. Mais Abel et Jacobi, se plaçant à un 
point de vue beaucoup plus‘élevé, ont considéré les in- 
tégrales elliptiques comme des fonctions inverses; pour 
bien faire saisir la pensée qui a guidé ces géométres 
dans leurs recherches, nous ferons observer que les loga- 
rithmes et les fonctions circulaires inverses pourraient 
être définies par les formules 


* da: ^ Z de : 
logz — —.  arcsinz = — ES 
109 o Vi — x? 


et auraient.certainement été étudiées avant l'exponen- 
tielle, le sinus, etc., si ces fonctions directes n'avaient 
pas été fournies par des considérations élémentaires. Le 
fil de l'induction devait laisser penser que l'intégrale 


ne définissait pas une fonction aussi intéressante que 


son inverse. 


> 
ÉTUDE DE z'ientenuas | di. ME MR EURE 
o WEE A=B 8) 


Avant d'étudier la fonction elliptique, il convient, 
pour la commodité de l'exposition, d'étudier l'intégrale 
un peu plus générale 


$ 


(= — 4) En (nil 


( 49 ) 
æ est une fonction évidemment continue de y, tant 
que y n'est égal à aucune des quantités æ, B, J, Ò, co , et 
réciproquement y sera une fonction continue de x; e 
lors même que y passe par la valeur « par exemple, 
x reste continu, En effet, posant x =f (y), ona 


PE dy ï 
eo [m Bill —)(x SC x 


cette expression est finie comme l'on sait; on a aussi 


w- h dy 
Le Ar h bad ek ; 
ibd 1 VES 8)y —3)(x —3j 


et, par suite, 


Too n Hi X 
| We ER UOS Za 


soient M une quantité dont le module reste supérieur à 


À 1 E 
celui de - =€ une quantité dont le 
Vix —B)x-—»v)x-3:) 
module est au plus égal à r, on aura 


e EE 1: uo à 
flath) —f(«) — Mt f LI 2 Me wii 
Ny -—€« 


eu de 


cette quantité est bien infiniment petite. Ainsi : - 


'l'u£onkwE I. — La fonction x et, par suite, son in- 
verse y sont continues, excepté quand y ou x sont infinis. 


Pour préciser le sens de la fonction x, il faut sup- 
poser que, pour y — o, le radical ait une valeur déter- 


minée, que nous représenterons par + Vaf, et quand 


je dis que, pour y = o, le radical a cette valeur, j 'entends 
parlà quel'intégralé est engendrée avec la valeur 4- ag 


qui pourra prendre au point o la valeur — yaßyð quand 
L. Fonct. ellipt. 4 


"Ze 
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la variäble y reviendra en ce point. Cela posé, 
"Tutonkwr II. — La fonction y admet deux périodes. 


En effet, les contours que l'on peut suivre (pour en- 
gendrer l'intégrale x peuvent se ramener : 1? au con- 
tour rectiligne oy ; 2?à ce contour précédé de contours 
fermés aboutissant en o et formés de lacets. 

oient A, B, C, D les valeurs que prend l'intégrale 
autour des lacets relatifs aux points z, f, y, ò. 

Appelons i la valeur que prend l'intégrale x quand le 
chemin que suit la variable y est le contour recti- 
ligne oy; x pourra prendre les valeurs suivantes : 1? la 
valeur i; 2° les valeurs A — i, B — i, C — i, D — i(*). 

En effet, par exemple, la variable y parcourant d'a- 
bord le lacet A dans le sens direct ou dans le sens ré- 
trograde, x prend la valeur A, le radical revient en o 
avec sa valeur primitive changée de signe, la variable 
décrivant ensuite le chemin oy, lintégrale prend le 
long de ce chemin la valeur — i, et l'intégrale totale se 
réduit à À — Za, " 

3° En général, quel que soit le sens dans lequel on 
parcourt un lacet, la valeur de l'intégrale ne dépend 
que du signe du radical à l'entrée du lacet, et ce signe 
change à la sortie du lacet; ilen résulte que, si la valeur 
initiale du radical est précédée du signe +, la valeur 
générale de x sera 


A—B--C—D-...ií, 


(*) L'intégrale le long d'un lacet est facile à caleuler; supposons qu'il 
ai agisse du lacet relatif au point «, elle se composera de l'intégrale rec. 
tiligne 0% de l'intégrale prise le long du chemin circulaire décrit au- 

de «, intégrale nulle, et de l'intégrale rectiligne oO, laquelle est 
Eos à U & parce qu'elle est parcourue en sens inverse de Oe et M 
signe — placé devant le radical. Ainsi A= 2 ( ai le radical, en e 
change de signe quand le point y tourne autour de &: 


E a 


» 


(51) 
le signe de à étant + s'il est précédé d'un nombre pair 
de termes, — s’il est précédé d’un nombre impair de 
termes ; de sorte que, si l'on pose 


D FAMA B)+m,(A— C) ) + ma(A — D ) 
` + m (B — C) + m (B —D) + m(C— D), 


Mi, Ms, «Ttg Étant des entiers positifs ou Re 
les valeurs de x seront de la forme 


p DEN DE Hp "7 


(3 
(8) PO DE EE 


^ 


que l'on peutsimplifier. En effet, si l'on intègre š 


d 


A aj 
] mcum ros 


le long d'un cercle de rayon infini décrit de l'origine 
comme centre, on obtient un résultat nul, mais cette in- 
tégrale est aussi égale à la somme des intégrales prises 
successivement lelong des quatre lacets; donc 


A—B--C—D w 
si l'on pose * 


^ A—B=0, 'B—C-sc, 
Ki Zeit — 
on aura 


UE A— o, C=4A —o—o, D—=A—B+C—=A— o, 
MB, AGE Lu dandi A—D= 5, 
B — Cu, B—D-co-—o, C—D--—o 


a 


La Quantité P est donc de la forme mo + no, et les di- 
verses valeurs de x de la forme 


b. 


E Mo + üm Hi ou mo HAT + A—i, 


Les quantités o et z désignant des entiersquelconques, 
4. 


ET 


ES 
(5) 


il résulte de là que, si l'on fait y =f (x), on aura 
(4) f(me--nm--i)— f(me--no-- A—i)—/(i); 


la fonction y admet donc les deux périodes o et w. 

Si nous partageons le plan en une infinité dé parallé- 
logrammes, dont les côtés soient w et w, ces‘ parallélo- 
grammes porteront le nom de parallélogrammes des pé- 


riodes, et nous pourrons énoncer le théorème suivant : 


'Tu£onkwe HI. — Dans chaque parallélogramme des 
périodes, la fonction y prend deux fois la méme valeur 


pour deux valeurs distinctes de x. 


On peut démontrer directement que ld fonction y est 
monodrome dans toute l'étendue du plan. En effet, si le 
point y se meut dans une portion du plan qui ne con- 
tient pas des points critiques, x reste fonction mono- 
drome de y, et l'équation 


(A) j d UE EE 
e {rare Br v) 8) 

fournit une série de valeurs de x comprises dans un cer- 
tain contour C. Réciproquement, la racine y de cette 
équation ne pourra cesser d'étre monodrome qu'autour 
des points où y acquerrait des valeurs multiples ouat- 
tour desquels le premier membre de l'équation cesse- 
rait d’être monodrome ou er 3 rapport à y5 or, la 
dérivée du premier membre de gotre équation relative 
à y nejs'annule que pour y = co ; les seuls points où y 


pourrait cesser d'étre monodrome correspoudent d à 


y =a, b, y ð et, 
Posons donc 


v 


J= w ECK 
cs "P dz. 
dz — dx’ 


D 


D 
(53) 


la formule (A) deviendra 


= — T0: 


Js E 2 dz il 
RNB re Pere need 


[74 


La fonction z ne cesse évidemment pas d'étre mono- 
drome ur du point z= o, et, par suite, y ne cesse 
pas d’être monodrome autour du point æ (æ, D, y sont, 
bien entendus supposés différents les uns des autres). 

Si l'on veut étudier ce qui se passe autour du point 
x = E, pour lequel y = o» , on posera 


i | Ed 


on aura alors, au lieu de la formule (A), | 


dz 
ne a, TA 
f V(1—«z)(t— fz)(r— yz)(1— dl 
ct, en raisonnant comme plus haut, on voit que cette 
équation, pour y — co ou pour z — o, ne cesse pas 
d’être monodrome par rapport à x. 

Nous verrons plus loin une démonstration lumineuse 
de ces résultats, mais il était nécessaire de présenter ces 
considérations pour faire comprendre l'esprit qui nous! 
guide dans nos recherches. 

Notre but dans ce paragraphe était de montrer com- 
ment on pouvait être conduit à concevoir des fonctions 
D deux périodes. PA 

- 9 : p 
ÉTUDE ET DISCUSSION DE LA FONCTION Sin amy. a 


Considérons l’intégrale 


E 1 ef dy e 
E o V—»)(— ea) 


qui est la plus simple de celles auxquelles se ramènent 


(54) 
les intégrales que nous avons considérées plus haut. 


Legendre posait 
y — sin; 


il obtenait alors la relation e 


z= 


D a 


Beer SE R 


o 


9 était ce qu'il appelait l'amplitude de Lintégrale Zo; 
Alors, EA posant p= amx, on a 


y —5inamz; 


le nom de sinam est resté à y considéré comme fonc- 
tion de x. Nous adopterons la notation de Gudermann, 
plus simple que la précédente, due à Jacobi, et nous 
aurons 


A 


Jy —sinam zr — snz, 
Vi == cosam z = cnz, 
V1 — 4? y? — dnz, 
LL - op am z= ID, 
VIT 
Nous reviendrons d’ailleurs sur ces formules pour en 
préciser le sens et déterminer le signe qui convient à 
chaque radical. Dans ce qui va suivre, Á sera quel- 
conque, mais, dans la pratique, E sera généralement 
CS moindre que l'unité. 
aprés ce qu'on a vu au paragraphe précédent : 
a? La fonction sna sera continue, monodrome et 
monógàne dans toute l'étendue du plan. 
2? Elle possédera deux périodes, l'une i 


S Ei 

1 E r e 
2 ae dy Sc E TT 
d Vu dr) o y= TE ` 


correspondant aux deux lacets successifs et relatifs aux 
points critiques — 1 et+ 1. Nous l'appellerous Ab: 


Zë EN 


( 99) 
nous observerons qu'elle est réelle quand E est réel, et 
d'ailleurs moindre qien’ unité en valeur absolue, 


Ku E 
ds Via») x ET)" 
Pautre période est ` — 
' * 1 


1 dy k dy E 
7 2 "A SC 
o A ma -] 


A désignant, pour abréger, le radical; on peut la repré- 


senter par 2K /—1; en posant x 


* Si l’on fait 


ech qus qs E Bette Gs 


on trouve 
d = dt 
de? 


k est ce que l'on appelle le module, 


K est le module complémentaire, 
K est l'intég orale complète, 
K' est l'intégrale complète complémentaire. 


Ainsi les côtés du parallélogramme des périodes sont 


4K et 2 K^ —1. 


3° La fonction snx passe deux fois par la méme va- 
leur dans le parallélogramme, et, d'aprés la discussion 
faite au paragraphe précédent, 
sn(2K — z) — sna. 


4° La fonction snx s'annule en particulier deux fois 
dans chaque parallélogramme, et comme on a évidem- 


(56) 
ment sno — o, les zéros. de ^» à donnés par les 


formules o et 2 K, ou, généralement, 


(Km --2K'n y=, 


K'nÿ—1. 
M d Ne ou 2Km--2K'a/—1 


E 
4 


59 Cherchons les infinis de e x. L'un d'eux sera 
donné an la formule 


ET » 


3 e Tod 
& d ak d 
L2 o pes dy ou Ge T 
am y rs 
s Ja : : 
et l'on peut supposer e contour d'intégration soit 


réctiligne en laissant d’un mème côté de lui-même les 


: E 1 KEE l 
points critiques + 1 et +77 et, de l’autre côté, — r et 
SF 

I H D 
— 75 mais un tel contour peut être remplacé, par un 


demi-cercle de rayon infini décrit sur lui-même comme 
diamètre, à la condition d'y adjoindre les deux lacets 
relatifs aux points critiques. Or le contour circulaire 


^ 
donne une intégrale nulle; on a donc 


=} co 
eee SE D "um. d = 19 


et, par suite, 
& —K' y=. 


Ainsi l'un des infinis de nz est K'/—1, et, comme 
sn(2K — x) = snx, un autreinfini sera 2K — K'/—1. 
En général, les infinis de sn seront 


mK +- (2n -- 1) K/y—1 
E " — ou 3E Kan E NN 


2(2m --1)K-- (22 4-1) K'V— 


E (957) 
6° On a, comme il est facile de le voir, 


E 
sng — — sn(— x). 


7^ sn K^ y— : étant infini, posons, dans l'équation 


dy ner i 
à aM -»)o-ens $ 
W 
E DR = K V=—1 —- { : nous aurons 


m E 

dz IL x 

D E p 42:)5 
d’où nous concluons, z z s'annulant avec t, 


4 K'/—1--2) —-Esn(K'/—1- x), 


u= sne engl - 


et, par suite, 
zzi 
K'V—1 + x)— et 
" sn ( Vc ksng’ 
d'où l'on tire - 
snK/y-—12 0. 
8* Enfin l’on a : 


# 


- sn(K)=1, sn(K + K'/.—1)— 


a 


H 


dam 
SUR LES FONCTIONS DOUDLEMENT PÉRIODIQUES. ` 


La discussion faite au parägraphe précédent nous a 
M . D 4 
révélé l'existence de fonctions monodromes et mono- 


génes possédant deux périodes. Ces fonctions (et les 


fonctions elliptiques sont les plus simples d'entre elles) 
jouissent de propriétés communes qui peuvent en sim- 
plifier I études nous commencerons par faire connaître 
ces propriétés. 

Sans doute une bonne partie de la théorie des fonc- 
tions elliptiques pourrait être faite, et méme a. été édi 
fiée avant la zh toute récente, de ces a? 


* 


* 


L] 


(58) E 
priétés; mais leur connaissance explique bien des 
méthodes d'investigation qui pourraient, sans cela, 
être regardées comme des artifices de calcul heureux, 
mais peu propres à éclairer sur la méthode d'invention. 


'Tu£onkwE I. = I} n'existe pas de fonction mono- 
p T 1 
drome et monogène possédant deux périodes réelles et 


distinctes. 
En effet, si la fonction f (a) possédait les delis pé- 
riodes o et ©, on aurait. 


f(x + mo + na) -A 
m et n désignant deux entiers m. n 5 Or, sio eto 
“sont commensurables, soit « leur plus grande commune 


mesure et » 
DM) o= la. 


Si l’on pose 
mk + nl — 1, 


cette équation aura toujours une solution, car k et / 
peuvent étre censés premiers entre eux. On aura donc 


mka + nla=au ou mo -no = &, E 
par suite 
: fleta) — f(x); 


« serait donc une période et o et w seraient ses mul- 
Aë tiples. Si ù et w sont incommensurables, on pourra tou- 
jours satisfaire à la formule 
mo nm =£, 
EZ 
+où e est trés-petit. Il suffit, en effet, pour cela, de ré- 
à © ` X. ` e GA 

duire = en fraction continue : soit une réduite quel- 
3 } 
Bi ` 


* r 
i í o 1 
conque, la réduite suivante; — sera comipris entre ces 
ý œ : * © 


es 


(59) 
deux réduites dont Ja dillérence — tend vers zéro. On 
G 
pourra donc -poser E 
c pU) 

e 4 gi , 

et i a 
07 TU tus 
mq + 
10 + no=o| m+n? Z + n 5] Sc (on -- m 
p q 4q q 411 


r D... : b : : 
Or on peut, en supposant Ë See (ce qui'a lieu 
7 


pour les réduites d'une fraction continue), préndre 
mq + np =a; mais m et n sont le numérateur et Ei dé- 


nominateur de la réduite qui précède ^ =; donc $7 St 
T q 


E PN It d 20 — 
et mw -no se réduit à une quantité moindre que —» 


ND . . Ls dy a 
c’est-à-dire aussi petite que l'on veut €. On aurait donc 


flete) =f(2) ou Flete) f(x) — 0, 
€ étant aussi petit qe r on veut. La fonetion 


EE A iii D 


admettrait donc une infinité de racines e, 2e, 3e,... 
dans un espace fini du E RA 


Se —— dz eh 
Se Ji i EEGEN 


serait donc infinie, ce qui est absurde. Il est évident que 
deux périodes dont le rapport est réel pe peuvent pas 
coexister non plus. En effet, soit 7 le rapport des pé- 
riodes ; on pourra poser 


2 
0o —7; 


ct l'on aura 


f(z--o)& (s), f(e +ro)= f(a) 


Ra 


(Go) 


(E) VE EN 


en désignant par F (£) la fonction f(x) ; x étant quel- 
conque, on aurait 
, F(z --1) 4- F(c), F(z--r)—EF(zx), 


et la fonction F auraitdes périodes réelles 1 etr. 


Tnéonèur TL, — fonction monodrome, mono- 
gène et continue ne SEA avoir | plus de deux pé- 
riodes. . K + li 


Ex fiet, soient a+ b /—3, a'+ bT, a" + b" VET 


tois périodes de la fonction f(x), s'il est possible. Je 
dis que l'on pourra toujours jrouver trois entiers m, 


ml, m^, tels que l'on ait EL 
je ai m'a! m'a" «t, 
E W" — mb + m'b cm" CES 
e étant un nombre si petit que l'on voudra. En effet, 
considérons la quantité 
a" Vr — Va! — m (a — ba”) m (aV — b'a" s 
pourra toujours, comme on l'a vu dans la démon- 


stration du théorème précédent, choisir m et md de telle 
sorte que a" A — ba! soit. moindre qu'une quantité 


donnée, et méme de telle so Sr que l’on ait 


a" b" ba’ a UH X Da o 
"— be ou ne +m e 05 6 


c'est-à-dire, en valeur $8... 


a" 


(1) a" <8 +"; 


Se 


Si 


Ab 
G3 
$ `- 


mais m et m' ayantété Ne on pourra tou- 


jours choisir m^ 
absolue — 


E , . 
rte que l'on ait en valeu 
e Ak a wol 


d 
b" mb ` j 
P ou ? -+ m dë: TX, 


+ m" a : —) 
2 
et, par conséquent, 
DOTE 
EN EE d 
H , i ET 3 
On pourra donc, en vertu de (1), prendre 


a" «à + 


(a) désignant la valeur absolue de a^, ou, en défini 
prendre qe Ve Or, de (2), on tire 5" < i) 


2 
on pourra uds di er b" moindres en valeur absolue 3 


les demi-valeurs absolues de al et b". Hh étant, 
onsidérons les quantités- Sé i js M ar $ 


W das à 
on pourra choisir les NT i, nl, A de zt sorte 


que l'on ait en valeur absolue a E —,bv SE On 

pourra déterminer d'une façon MEM des nombres 
v v UM 

a «cb < et ainsi depuite; atiis di at, a* y... 


sont des fonctions linéaires à coefficients entiers de a, 
a, a"; de méme D", Aen, b*,... sont des fonctions 
linéaires à coefficients e de b, &', b"; ces fonctions 4 


linéaires vont en décroissant, au moins aussi rapide- 


ment de les termes de la progression géométrique. de 


raison 5; donc elles peuvent être prises moindres 


toute quantité donnée. t ct. ROO : E: 
Ze . E á e 
"m. 


» Si donc la fonction f 


i , Zeie les trois périodes. 
Aa rb, Lt DIESE, qo" BA], elle admet- 
trait une M. ) a 50 /— 1 de module aussi petit 
que l'on voudrait; f(x-+e)—f(x)= o aurait donc 
une infinité de racines dans un espace limité, ce qui est 
absurde. Il n'y aurait d'exception à cette conclusion 
ne si l'un des nombres a; et son correspondant 5; s'an- 
.. mulaient rigoureusement. Mais alors, en appelant 6, w, 
"— 9", pour abréger, les trois périodes et en désignant par 
m, m, m" trois entiers, on aurait 


H 


mo -- m'o + m'o” — o. 


A 

ntn’ le plus grand commun diviseur de m et m, et p, 
CA quotients de zz et md par mr ; si l’on pose 

e 2) " 


po si TR ey 
no + n'o = wp 
d'hl * " A 
on pourra toujours choisir z et 7! de telle sorte que le 
déte ant pn'— nw soit égal à pour des valeurs 
entières den et ni alo met . e en fonc- 
tions linéaires deo, et e oeficients entiers. On aura 
ensuite, au lieu dé(1), ` ine 
id e CT + m" v" - 
Divisant les deux membres de cette formule par le plus 
grand commun diviseur de mi. et de m 
3 WE 
forme " 


EAN, MA LL 
po, + pao — 0. 


e j 
et si l’on prend 7, y — n'y = 1, ce qui est possible, et 
B H A 
PR 
* ef NEG 
o), et o” seront des Së? de 9. En résumé, o et œ 
sont fonctions linéaires et à coefficients tiers de w, et 
de 04, € ést-à-dire de o, et de w,. Il en est de même 


T €. 
e ef 


i» 


Ei 


^, elle prend la : 


Kl 


E? Ké 


(63) 
de wl: nos trois périodes se réduisent donc à deux de la 
one ve + qu, p etg désignant des entiers. — — 

w e e à Nr 


THÉOREME DE M. HERMITE. 
s 

Taéonëme. — L'intégrale d'une fonction "double- 
ment périodique prise le long d'un parallélog ramme 
de périodes est nulle. 

Ce théoréme, ou plutót cette remarque fondamen- 
tale, P A à M. Hermite: elle est presque évidente. En 
effet, lé Tong de deux cótés opposés, la fonction prend 


ab 


les mêmes valeurs, mais la différentielle de la variable 
3 i 
y prend des valeurs. égales et de signes contraires; la” 


somme des intégrales prises le long des côtés opposés est 
donc nulle, et il en est de même de l'intégrale totale. 

PrEMIÈRE cowsÉQuENCE. — Une fonction doublement 
périodique s'annule au.moins une fois et devient infinie 
au moins une fois dans chaque parallélogramme des pé- 
riodes, car sans quoi elle ne deviendrait jamais ni nulle 
ni infinie; mais le théorème de M. Hermite- nous ap- 
prend que dans chaque parallélogram il y a au moins 
deux infinis et deux zéros. 

En effet, si dans un parallélogramme il n'y avait 
qu'un infini, l'intégrale prise.le long du parallé- 
logramme serait égale au résidu relatif à cet infini multi- 
plié par 2m /—1. Or ce résidu ne saurait être nul; 
donc il ne saurait y avoir u il infini dans le par allé- 
logramme : il ne saurait non plus y avoir un seul zéro, 
carla fonction inverse n "aurait qu’ un seul infini. 


Deuxième conséquence. — Dans chaque parallé- 


ù logramme, il; ya autant de zéros que d'infinis. 


En effet, soit f (z) une fonction à deux périodes, 


tu J"(z) ; 
-== aura les mêmes périodes; en l'intégrant 


27 En f(z) 


* 


b 


"T 


T 


(Bi 
le long Pan parallélogramme, on doit trouver zéro, ou 
la différence entre le nombre des zéros et des infinis de 


f(z): cette différence est donc nulle. E $ 
TROISIEME CONSÉQUENCE. — En intégrant L. 
I zf'(z) 
on V —1 Jz) 


le long du parallélogramme des périodes, et en appe- 
lant w et w les périodes, on trouve la différéicé entre 
la somme des zéros et celle des infinis contenu N 1 
parallélogramme; elle est 


a (s) BE ] 
— © | — nn io | dr |" 
esl M f) f(z) 
La première intégrale est prise le long de la période w, 
et la seconde le long de la période o; en effectuant, on a 


D 


ba 


eor (z-- v) Lis grad] 
d rem An (2). 


Sof e mile) 
ou x 


——[ologi—vwlogi]= mo + no; 


$ em. á 
cette quantité est une période. 


Quatrième CONSÉQUENCE; -— Une fonction. double- 
ment périodique, qui a e nfinis, ou, ce qui revient 
au méme, n zéros dans un,parallélogramme de pé- 
riodes, passe aussi n fois par la méme SE a à l'in- 
térieur de ce parallélogramme. 


A effet, soit f(x) une telle foie (oc x)— aaura 


3 


d infinis et, par suite, n zéros; ; done f (a æ) passe ` 


n ii par la valeur a. 


Une fonction doublement périodique qui possède 


A 


à: 


SEI 
n infinis dans un parallélogramme élémentaire est dite 
d'ordre n. 

La somme des valeurs de la variable x, pour les- 
quelles f(x) prend la même valeur, est constante à des 
multiples des périodes prés; en effet, d'après ce que l'on 
a vu (troisième conséquence), f(z) — a est nul pour 
n valeurs de z qui, à un multiple des périodes prés, ont 
une somme égale à celle des infinis de f (x). 

Il n'y a pas de fonctions du premier ordre, puisque 
toute fonction à deux périodes a au moins deux infinis 
dans chaque parallélogramme élémentaire, et les fonc- 
tions doublement périodiques les plus simples sont au 
moins du second ordre. 

Nous allons maintenant essayer d'établir directement 
l'existence des fonctions monodromes, monogènes, con- 
tinues et doublement périodiques: 


REMARQUES RELATIVES AUX PRODUITS INFINIS. 


» 
Nous allons bientót avoir à considérer des produits 
de la forme 


m= +0 n=+e 


p(æ) = I I ure TET 


m= o Hem 


et il est bon de montrer dès à présent que la valeur du 
produit en question dépend de la manière dont on l'ef- 
fectue, c'est-à-dire, en définitive, de l'ordre des facteurs. 

Considérons, en effet, m et n comme les coordonnées 
d'un point, et faisons le produit de tous les facteurs cor- 
respondant à des valeurs de m et n intérieures à une 
courbe C, et de tous les facteurs correspondant à des va- 
leurs de m et A intérieures à une courbe C. Soient P, 

L. Fouer, ellipt. 5 


(66): 
et P, les produits, on aura 
De H pus v 
= DEE BCP S SRE à) P) 
P, a+ mo + no! 
m et n désignant les valeurs entières comprises entre les 
deux contours C, et C. On en tire 


= 
log P, — log P, 
gi Seel? sec) 
a -+ meo -H no 


I z? : 1 2 
ud lee en ane 
a+ mo -+ nw 2 A+ nme + no 


On voit que logP, — logP, peut être infini; mais 
il peut aussi être fini : c'est ce qui arrivera quand 


I . " . 
y M sera fini: C'est ce qui arrivera encore 
ed dd E No + 0 b 


lorsque, 5A ES étant nul, parce que les deux 
1 

(a+ mo + nv) 

ne sera pas nul: ce cas remarquable a été examiné par 

M. Cayley. En désignant par A la valeur de cette 


somme, on aura, en négligeant des termes infiniment 
A 


contours ont pour centre l’origine, »3 


petits, d 
A x° 
log P, — log P; = — m 
et, par suite, 
Aach 
D FERA 
— —— D 


L'ordre dans lequel on effectue le produit, même en pre- 
nant autant de termes positifs que de termes négatifs 
dans chaque produit partiel, peut influer sur le résultat 


Aa? 
$ : À Fa 
en introduisant une exponentielle de la forme e ` ; 


à 


(67) 
c'est ce qui nous permettra d'expliquer un paradoxe que 
nous rencontrerons plus loin. 


SUR LES FONCTIONS AUXILIAIRES DE JACOBI. 


Essayons maintenant de former directement une fonc- 
tion monodrome et monogène admettant les périodes 


4K et 2 K'/— 1 de sn x. Si l'on observe que l'on a 


à wi n 
sine» (1%) BE ue sie 


+n 


D . mo 
sing — lim | | E Ken z) peur z =, 
- ny 


— 


ou 


T D 
cn supposant i: SE remplacé par x, on sera tenté de 
= f 


poser 
\ 


Messe 
2Km + 2K!n V— 1 ) 
snx— S — 


H 
nn 
| »Km--(2n -- 1)K' V — 1 


o 


= par x, ou tout au 


en remplaçant 1 — TENNIS 
2Ko + 2K'o y— 1 


moins y aura-t-il lieu de se demander si le second mem- 
bre de cette formule ne serait pas doublement périodique. 
On voit d’ailleurs que ce second membre a été formé de 
manière à s'annuler et à devenir infini en même temps 
que sn x. Malheureusement, d’après ce que l'on a vu au 
paragraphe précédent, les deux termes du quotient que 
nous considérons sont divergents, et ce quotient n'est pas 
bien déterminé: auoi qu'il en soit, en groupant conve- 


d 


(68) 
nablement les termes, on peut obtenir une fonction bien 
définie qu'il convient d'étudier. 

Considérons, en particulier, le produit 


T 
p— e Áo 
DI mre) 


jube aciei. 
2Ko + 2K'o ÿ—1 


doit être remplacé par x. 
En faisant d'abord varier m seul, il devient 


e 1—2x 
2Km -r-2K'ay—1 


| 23K'ay—1—zx jdn 2K'n/—1— x 

7 2K'n y= il 2m 
jc ia 

Tio me 2 
KAS 
: a R Aie 
ou, en observant que x [T (: — z) est égal à = nn, 
: 2. 


2K'n Mët 


2K SEN 
. 2K'aV—r 
T 
sin SCH . 


i D D E 
Quand n — o, il faut remplacer ce produit par sin Ec et 


le produit cherché peut s'écrire à. * 
TREE VEI GEAR 
, zë De RE | Ho 
CHE («7 — 4") 


K 
e TOU. H D 
eu posant, pour abréger, d = e £ Onpeutencore écrire 


Kä? 
ou, en groupant les termes correspondant à des valeurs 
de n égales, mais de signes contraires, 


A. 2n EL 4n 
1—29 cos = = eet q 
(1) sin = K eer Geck à 


En traitant le second produit ou le dénominateur de sna: 
comme on a traité le premier, on le trouve successive- 


ment égal à 


(on -- 1)K" 
TI : 2K 
. (2a—+i)K Hee * 

- T 


sin 


32K 
ou 


?n4-1 gru + 2(22--1) 
[T ECOS —— 
Ii 7 5» K 7 

I 2 m gir 4 pt: 


Les deux résultats auxquels nous venons de parvenir sont 
d'ailleurs convergen ts si, ce que l’on peut toujours sup- 
poser, le module de q est moindre que l'unité, c’est-à- 


T V ji où K^ Te 
dire si la partie réelle de y est positive. 


La méthode méme que nous avons suivie pour former 
le numérateur et le dénominateur de snæ montre que 
ces termes ont des valeurs qui dépendent de l'ordre de 
leurs facteurs; et, en effet, si nous considérons, par 
exemple, le dénominateur qui, à un facteur constant prés, 


»est 
Tr 
Ll | | [: RS 2g cos KS + qe], 


(70) 
il à manifestement la période (K* que possédait snx, 
mais il n'a pas la période 2;K' qu'il aurait eue en lais- 
sant d'abord m constant pour faire varier 72; et il n'a cer- 
tainement pas la période 27 K', sans quoi il serait double- 
ment périodique sans devenir infini. Quoi qu'il en soit, 
il est curieux de rechercher ce que devient la fonction 


c (x) quand on change x en x -+ 3K'/—1; on a 


ex + 2K'V/—1) 


(E Es 
= [I | La Se cos EE AË VC ZI gen] 


pai tcd Ve x + d v=i VE 
rl II (= GARE e T qe 

LT pes 
SITE K a K I 


ou, si l’on veut, 


d ong E ( CC RE , - ei 


c'est-à-dire 


Ves 


(A) | e(z4-2K'y—t1)— —e(z)e "* 


DN 


r4- Kr V—1 gs 


Le numérateür dela valeur de sn x, que nous représente- 
rons par 6 (ac), satisfait, comme on peut le vérifier, à la 
méme équation ; dés lors il est facile de voir que la fonc- 


Ee YA Dla 
tion définie par le rapport 42) admet non-seulement la 


période 4K commune à 0 et à 9, mais aussi la période 


2 K^/—1. En effet, de la formule (A) et de 


kr aie 
(z--2K'y—1i-— —0(rz)e ` E E V qe 


on déduit 
0(a + 2K'V—1) olr) 
gle +2K'V=1) (x) 


DÉI 


Il resterait à prouver en toute rigueur que sn x' = e 
Qu 


E 
, . e, 2 ej e 

c est ce qui serait évident, si l'on pouvait admettre que 

6m 7 i e 

SE représente une fonction continue, monodrome et 

9 Da 


monogène. En effet, snx et Gi 
, Wu Gi 


et les mêmes infinis seraient égaux à un facteur constant 


ayant les mêmes zéros 


près, qu'il serait facile après cela de calculer. Nous ne 

tarderons pas à prouver que l'on a bien à un facteur con- 
2 

k ole) . 35 

stant prés sn x — Ste jusqu'alors nous considérerons 

x 9 ` 

ce fait comme très-probable. ^ 

Les fonctions telles que 8 et o sont ce que nous appel- 


lerons des fonctions elliptiques auxiliaires. 


CONSIDÉRATIONS NOUVELLES SUR LES FONCTIONS 
AUXILIAIRES DE JACODI. 


Nous voilà conduits à étudier les fonctions auxiliaires 
évidemment plus simples que les fonctions doublement 
périodiques qu'elles engendrent; mais, sous forme de 


| produit, elles paraissent peu maniables, et nous allons 


essayer de les développer en série. 

En définitive, il est à peu près établi que snæ (et l'on 
verrait de méme que cnv, dnx) peut être considéré 
comme quotient de deux fonctions admettant l'une ses 
zéros, l'autre ses infinis. Ces fonctions n'ont qu'une pé- 
riode, mais elles se reproduisent, à un facteur commun 
prés, quand on augmente leur variable d'une quantité 


(72) 
convenablement choisie et qui sera une seconde période 
de leur quotient. i Ze 

Désignons alors par 0(x) une fonction possédant la 


période o, et développable par la formule de Fourier 
Hp j— 

suivant les puissances de oe » partageons le plan en 
parallélogrammes de côtés w et w, et proposons-nous de 
faire en sorte que dans chaque parallélogramme la fonc- 
tion 0 possède p. zéros. 

Le nombre p. de ces zéros devra être égal à l'inté- 

, 
grale dents ck prise le long du périmètre d'un 
2r —1 I(r) 

parallélogramme, et cela quel que soit le point que l'on 
prendra pour sommet, si l'on veut que les zéros soient 
régulièrement distribués dans le plan. Or la valeur que 


prend notre intégrale le long des côtés parallèles à w est 


nulle, CH: la fonction, admettant la période w, prend 
des valeurs égales sur ces côtés, tandis que dx y prend 
des valeurs AE et de signes contraires. On devra donc 
avoir, en intégrant seulement le long des deux autres 
cótés, 
? 2 ` ide ee Et jas 

Unc PER Dal olaa) 
et cela quel que soit x; cette équation détermine 0, On 
peut poser 
(2) el Vista zc) 

0 (a) (x +o s) 

et déterminer les coefficients indéterminés a, f, Ke 
par l'équation (1); cette équation n'en détermine qu'un 
seul, et nous supposerons alors, pour simplifier, B = o, 
y — 9,.... La formule (1) donne alors 


í a-o 
u= adr = ———) * 
27 — 1 Ja 21 V—1 


=a + Br Hyr t.. 


d'oà e 
` Zb 
[0] 


et, en remplaçant æ, f, y,... par leurs valeurs dans 
l'équation (2), on a 


ou, en intégrarit, 


À — 
H > Tu V— 
besi SS ao 


c désignant une constante. On en déduit 


0iz--o)-—0'zx)e ME fes 3 
Ainsi il suffira d'assujettir la fonction 0 (x) aux condi- 
tions 


(3) 


| O(z+w)—0(x), E 
— RSC eg) 


| 0(z--s)-—0(x)e  " S 
pour obtenir une fonction telle que nous la désirons. La 
prémière formule est satisfaite en posant 


"nne 92V —1 SST ar 
0(2)— DÀ d RK 
n=—@ 
ou 
TN tn ac e(n)] 
(4) 6(2) — Xe e 


Nous allons déterminer ọ(n) de manière à satisiaire à 
la seconde condition (3); on a 
IE 
(x + o) = Èe 
SEU 


3i + nr 2-9 (n)) + à 


SS? e 


[Gt 27 p) x4 9 (nd- p)  9(0)—9 (nne OI 


Si l’on pose alors 


(5) fr) — e(n +p) + n — — cp, 
on aura aitsi : 
mU Ef? 
Cr 1 (nae u)x- e (Ur + i] — SH "ist 
O(x+ o) — Xe EEUU 
ou. 
cR VA uec] 
Le + m) ge. d 


et les formules (3) auront lieu. L'équation aux diffé- 
rences (5) ne détermine pas See "e 9(x) : elle 
laisse arbitraires 9(1), p(2), : .., (4). En appelant o(m) 


une de ces quantités, on a 


e(m -+ u) — e(m) + cp 4- mo, 
V e(m 4-2) — e(m + g) + cu + (m + dul 


8 ^ 9.066056 6»€*. 9925 de os + DÉI 


(m + ip) Ee 
d’où l'on tire 
i ; 
DICH + ip) = (m) + ipe +o (2m — ip — E) 


et 0(.r) prend la forme suivante, en remplaçant o(z) 
dans (4) par sa valeur 


a(z) — e: 0, (x) + e(0, (2) +... + ett, (2), 


oü l'on a posé 


ica 3 p 
(6) e (x) e D SC [meinen mem inw] 
mz) = 
A cu i== ø 
Donc: " 


18; Les. fonctions monodromes et monogènes satis- 


(3) y CET VE 
— OT T aee c) 
W(x+m) —0(x)e E 
sont fonctions linéaires et homogènes de u d'entre 
elles ; 
2" Ces fonctions existent réellement, car la série (6) 


est convergente si la partie imaginaire de — est posi- 
. o 


tive, ce que l’on peut toujours supposer. En effet, alors 
la racine Gënz du i?"* terme de la série (6) tend vers 
Zero; 

3° Ces fonctions ont u zéros dans le parallélogramme 
des périodes w, ©. 

Enfin le quotient de deux quelconques de ces fonc- 
tions a évidemment les périodes w et w, ce qui prouve, 
a fortiort, l'existence des fonctions à deux périodes arbi- ` 
traires et à p zéros ou du piè®™e ordre. 


DES FONCTIONS DU PREMIER ORDRE. 


Nous dirons qu'une fonction elliptique auxiliaire est 
d'ordre p. quand elle aura u zéros dans son parallélo- 
gramme des périodes. Les fonctions du premier ordre 
satisfont aux équations 


O(x+ow)=0(x), 


(xz -- o)-0(x)e x 


et, 6 désignant l'une d'elles, les autres seront égales à 0, 
à un facteur constant près. On pourra alors poser 


LUE] m? 
D m (m: mcs ) 
0 == e w s 


E 


( 76.) 

Nous retrouverons cette fonction plus loin. Observons 
toutefois qu'elle n'engendrera pas de fonctions aux pé- 
riodes simultanées w% et w; mais il faut remarquer que, 
si la fonction en question est du premier ordre par rap- 
port aux périodes o et w, elle sera du second ordre si 
l'on prend pour périodes w et 25 ou 2% et w : c'est pour 
cela que, devant la rencontrer de nouveau dans tous les 
Ordres, nous ne nous en occuperons pas ici. 


en 3 
DES FONCTIONS DU SECOND ORDRE. 


Les fonctions du second ordre satisfont aux équations 


dE +o) — 0(z), 
(1) Livi 2 (x-i- 
(r Fa) =se s i: 2 
Elles sont au nombre de deux distinctes 0, et 9,, la solu- 
tion la plus générale étant A, 0o- A,0,, A, et A, dési- 
gnant deux constantes arbitraires. On a d'ailleurs 
* i-re 


— ui 
AV Ge is] 


(2) CHE D e o s 


7 ae 
TL — (212-1) x4-2 ic4- 13 3] 
(3) He) = res i 


Je 


Les fonctions qui servent de numérateur et de dénomi- 
nateur à sna sont du second ordre par rapport aux pé- 
riodes 2 K//— 1 et 4K. En effet, ces fonctions satisfont 
aux relations 


else + 4K) — e(z), 
(4) — VA te AR y—1) 
e(z--2K'/—1)-—— e(z)e X . 


ES A 
(779) 
Or la seconde de ces relations peut s'écrire 


í 2z Vi KR VH 
ele 2 2K'V Us e (z)e. DER et ‘a 


Ces formules coincideront donc avec (1), en posant 
o=4K, o-2K'/—i, c—K--K'y—1; 


m i ; 1 a 
le numérateur et le dénominateur de snx seront donc 

< 
de la forme A60,(x)+ A,0, (x), et l’on aura 


SNCT 
at iK -+ TU dS 
Ki | DIC DRE noc ie iR + ait KV. ui. 
V. o = 
E VL (i)e + 2i K+2iK' LA y 
oa) = eE S $ 


Groupons les termes correspondant à des Valeurs de 


i égales et de signes contraires, et posons toujours 
ERR 
g=œe *, nous aurons 


m LTE 
6, (z) =1— 2q cos E + eu cos TX E P 


+(— rag" eos TE +... 


*. u 
SSC EE, EE a 
0, (zx) = V—1 (agrsin TE — 20 (FF sin ue 
(aire ) 


Eat) sin PX 


Jacobi désigne la fonction 0, par O (x); quant à la 


A 
D 


= 61, ce qui lui 


T 


fonction 0,, nous la remplacerons par 


donne plus de symétrie, et nous la représenterons en- 
core, avec Jacobi, par H(x); nous aurons alors 


Ta QATE ME inc 
O (x) = 1— 2q cos e ere +... .+(—iiog Cost 
dy] om Sm CAD, (2i--1)m c 
j))eg'sn——-—4*'sn-—-pP,...cq sin 
H2) sin ZK q‘sin s + q s 2K 


F’ 


C$) 

Du reste, les fonctions les plus généraies satisfaisant 
aux formules (4) sont de la forme AO(x) + BH (x). 

Aux fonctions O et H on adjoint aujourd'hui les 
fonctions O(x + K), que l'on désigne par O,(x), et 
H (x 4- K), que l'on désigne par H,(x). Si, dans les 
formules (5), on remplace x par x- K, on trouve 
alors 


Olz) — 1-2 cos 5-34 608 — -L 
Ha qc X q a TES 


3rx 
ee COST 


TT 
H, (ax yc cos == CR 


2K 
Il existe entre les fonctions H et © une relation re- 
marquable : quand on change x en x + K V — 1, © de- 


2 s oO q—— Ad Stee y—1) d 
vient égal à ÿ— Alt , ce que l'on yé- 


rifie sans peine en remplaçant x par x -+ K’ V—1t dans 
O(z) ou, ce qui revient au méme, dans son égal 8,(x) 
exprimé par la formule (5). 

Voici le détail du calcul.: 


Sat ARTE ait) 
e (x) — Xe FER 2 ETA EH S 
wa 
2ix--2iK -- (22-2 i) K' v-i] 
e (« 4- K'V — 1 es Xe E 
z K^ 
"pere stus + 
=e 
EV—1[ 914-1) 3 e 214-1) V1] 
Se: Ux 
i OR Sd (trs cer) 
= Vre "E H(x). 


On vérifiera facilement, d’une manière analogue, les 
formules non démontrées, que nous résumons dans le 
tableau suivant : 


[1 ] 


( 79) 


TABLEAU N? 1. 


(©) (+) I EE 5d 
K t K K 


6, (x) = 1 + 2q cos — + 2q' cos Zi te EE 
K K K 
it E 2 Dr 
H = 30e a ee 7905 FEEST, H SE 
(x) q*sin 2q ‘sin ag "sine 
ak 9 25 pl 
H EV mc Gs TI RE OT + 
(z) ta a ATOS e cro TR 
SER 
OS 
[2] © (z4-K)-—96, cH GB. Js 
2 
e,(x-- K)—e0 
,K) — © 


(2) ( 
(x); pero ue z), 
(x), H (x 


[ bug: — Q9 (a), »4-2E)-——H (2), 
9, (z 4- 2K) — e, (7); H,(z4-2K)-—— M (2), 
(4) 4K est une période de ©, ©, H, Hi. 
: —— BECHET De = 
o (z--»K'/—1)—— e(x)e ^ (ac RV i) 
FES) -V= a Em 
[5] oi (z+ 2K' /.— 1) e («)o K (š+ K'Y pi 
Ex. BET, ` wu 
H (x + 2K'/—1)-——H (z)e K (x+K' V y. 
SL H - 
He FKN 3) Hae E eR =i) 


( 
© (x KI UE VmiH(z)e "E 


Une SOS dh 

(6] 8i Le E NEIE dE EE Kee 
Dë "x i 
mE yz eee uu trem 

SET CI E D lem 

| H(z + K'/.—1) =ei(x) c (ree VI) 

{o (—z)=0 (z) H(—zx)=—H(x) 

[7] Lo,(— x) = ex); Hi(— x)zB(z) 


( 8o ) 


RÉSOLUTION DES ÉQuATIONS ©, O,, H, H, = o. 
On a évidemment 
H (x) 0; 
et, en vertu des formules [3] du tableau n° 1, comme 


H(z--2K)— —H(z), 
on a aussi H 
HORO; 


H (x) n'ayant que deux zéros dans le parallélogramme 


des périodes 4K et 2 K' — 1, les zéros seront de la forme 


suivante : 

4jK 2-2/K'V—1 et (4j--2)K -- 5/ K'/ — t, 
ou, si l'on veut, 
(H) 2jK +oj E' V — 1, 


j et j' désignant deux entiers. Mais, d’après [2], H, (x) 
est égal à H (x -- K); donc H, (x 4- K) est nul quand . 
x est de la forme précédente; donc enfin les zéros dc II, 
sont de la forme , 


(Hi) (2j 2- 1)K 2- 9/ K'/ — 1; 


enfin, en vertu de [6], les zéros de O sont ceux de H 


augmentés de K’ y — 1; ils sont compris dans la formule 
1 
(e) 2jK + (27' + ))K/— 1; 


ceux de O, sont compris, en vertu des mémes for- 
mules [6], dans celle-ci : 


EM (25+1)K + (2j 4- 1) K'/.— 1. 


(81) 
TABLEAU N° 2. 
Zéros de e(x)... 2jK + (2j -- 1)K' /— x, 
de H(z)... 2jK+2j K'V—1, 
de ©, (x)... (2j + 1)K + (2j' + 1 ee 
de Hi(x).. (2ÿ+1)R + 2/'K'V/— 1. 


(8] 


NOUVELLES DÉFINITIONS DES Foncrions ©, H, O,, H. 


Les fonctions O,, H,, ©, H satisfont aux formules 


Je 4- 2K) — e, (z), i 
gar els-tabiv-— 1) — e. (x)e s e Leg?) 
(z-4- ablzs e(z), z 
aile o (z 4- 2K'y—1)—— SESCH p ee) 
H,(z -- 2K) — — H(z), 
e H(z--2K'y/—1)— Hi (æ) e i ene) 
( H (z +28) =— H(z), R ; 
ha | H (x+2Kk' LE B(sje s E (et ET) 


Si l'on ajoute que ces quatre fonctions sont synec- 
tiques et, par suite, développables en séries d'exponen- 
tielles, elles seront déterminées à un facteur constant 
prés par ces quatre formules. Ce fait est déjà établi à 
l'égard de la fonction O,; nous allons le prouver pour 
les autres fonctions. 

Lorsque l'on a 

e 0x = Y 
(5) E C UT y 
0(z--e)-0(r)e ." 


m(x+ce 


et que la fonction 0(x) est synectique, ces équations 
L. Fonct. ellipt. 6 


( 8) 
imposent à la fonction 6 la forme 
A,O, (x) + Ab (r)... HA, 0, (x), 


OR EE E 
désignent des solutions de (5). Si donc on fait u = 2, 


a = 4K, o = Sit c= K'/—1, on aura 
olz (K) — (2), 


, sont des constantes et où ĝo, Âj, ... 


zV—1 BT 
DEE 

et @(x) sera de la forme A69 + A; 041. Or les deux fonc- 
tions ©, (x) et H, (x) satisfont à ces deux équations; 


leur solution générale sera donc » 
A,G.(z) + AH, (x). 

Si l'on ajoute que 0(x) s'annule pour une valeur 
donnée K + K// — r, il faudra que A, = o, et la fonc- 
tion 0 sera définie à un facteur prés. 

Ainsi les fonctions O,, H,, O, H sont définies par 
leurs zéros et par les formules telles que (6), que l'on 
peut déduire de (1), (2), (3), (4); mais elles ne sont 
définies qu'à un facteur constant prés (on reconnaît 
dans H et © les valeurs qui figdraient en numérateur 
et en dénominateur dans sng). 


SUR UNE FORMULE DE CAUCHY. — NOUVELLES EXPRESSIONS 
DE O, H, O,, H, xx PRODUITS, 
Posons 
(1) F(z) —(14- q2)(x + 227) (L+ ez) (1 get)... 
D 
x (1 de q”tiz)( riz giis). 
Nous aurons évidemment 


I Zb EIS I + guise 


F(q*z) —F(z) 14-42 p qug 


(83). 

c'est-à-dire 
(2) F(q'z)(qz + gt) = F (z) (1 + qz). 
Cette équation constitue une propriété de la fonction 
F (z) qui va nous servir à la développer. F (z) est de la 
forme 
(3) F(z) =A, + A (24+ z7) 

HA (2 m) Hi Anh + m). 
Remplaçons dans ( 2) F ( z) par cette valeur, nous aurons 


[Ao + Ai(q?z + gz). + As (g?^z" 47 ga )] (ge gt) 
ss [A,-2- Ac(2 24- 27!) 4- ... zt An(2" + z-7")] (1 + grtz), - 


et, en égalant de part et d'autre les coefficients des 
mémes puissances de z, 


Aug Avon = Ao gart + A, 3 
Ag? + Aag" t — Aq + A?, 
ou bien 


Ale — GE) = A(1 TE GERD 


AST (gu xus qi = A re gira). 
Or on connaît À,; il est égal à 

ESA SE GE 
et l'on tire des formules précédentes 


(12 git (gr) ri) 
(q TUER qi EN SET ge) S (tht ia gne: 


Supposons q — t, alors pour n = co. on aura 


Ap qiiem) 


T 
(1— q*)(1x— q*)(1 — a*) (1 9)... 
A = qÀ,, A: = q'Ai; ...} 


A= 


(84) 


et, par suite, en égalant les valeurs (1) et (3) de F(z), 


(1 4- qz) (i+ q27') (1 + gz) (127 ga) ... 
Latg(sæ a) qt(g a m) + qt nul JTE 


(1—*)(1 — 2*)(t — «*) (1 a) 


Telle est la formule de Cauchy; quand on y fait 
Sr VH y 
z—e K ,et quand on observe qu'alors 
(1 47 gt) (1 + gt) mi 24? 097 aes qm, 


zh + z-* — 2 CÒS EE ? 
K 


elle donne ! 


(14-24 cos n q*) (1 + 2q cos © + q8)... 
K : K 


rp cos = + 9 cos 277 +: 
+ g K q S K ... 
eege ees 
Si donc on désigne par c le produit 


(1 — g*)(x — all — 9°). 
on aura 


O (x)= elt + 24 cos 77 E Hg’) (1 + ag eos T + qe)... 


En changeant dans cette formule x en x+K, en 
x + K'//— 1 et en x-i- K + K'/ — 1, on forme le ta- 


bleau suivant : 


(85 ) 


TABLEAU N° 3. 


escht — s) —4)0— gt). 


TT To 
O (2) —c (: + 2q cos er) ( vi 27 COSE Sab Wé 


/ TU 
© (x) = e(1—2qcos E +) (- 2g! COS eg des 


H, (2) = c24* cos Cu (reo cos = = +1) 
K 

[ol E 

uoo. 


TE 
H (x) = cag' *cos 57 3K 1 2q*cos — K +4) 


EAE C Y p usus Horoa 
x (1 ven +g) 


RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE ©, H, O,, H,. 


Considérons les fonctions O*, H*, 0°, H?; elles satis- 
font toutes les quatre aux relations - 


O(x + 2K)—=0(x), 


7 E) A " 
o(s -4-2K'y—1)-—0(x)e Ve D, 


donc deux des quatre fonctions en question sont des 
fonctions linéaires et liomogènes des deux autres. Po- 
sons alors 

ot (2)= AB (z) + A Hiel? 


on en conclura, pour x — o et x = K, 
6'(0)— A,HX(o), e'(K)— AH*(K). 


D'ailleurs 
H*(0) — BX(K); 


( 86 ) i 
on en déduit À et A,, et la formule précédente donne 


ell Die ie + H? (2) Sr 


ce que l’on peut aussi écrire 
Q — (a) = e(a) RHS) eut 
On trouve de même 
E E BUS E ED uec etg 
, H(K+K'y—:) i 
mais [formules (6) ] 
e(K--K'/—:) _ H(K) Ho), 
H(K--K'/—:) O(K)  e(o)' 


donc 


(2) (x) = H? (x) D'al Sr E (x) 


©; (o) 


RELATIONS DIFFÉRENTIELLES ENTRE LES FONCTIONS 


AUXILIAIRES. 
Posons 
H (a) 
JP ell" 
on aura E? 
dy __H'(x)@(x) — e'(z) H (x) 
(1) XA o(a) 


Or, en différentiant les formules [5], on a 


B'(z -- 3K//—1) — — H(z) e ce ren i) 
Hae "Een, 

S e'(z + 23K'V/—1)—— e'(x)e ES (CES VIT) 
| Ej dO MS. (ee VII) m — 1 


K 


(87) 
Or les deux fonctions H(x) et O (c) possèdent la période 
4K; il en est donc de même de H'(x) O (x) — O'(x) H (x), - 
et, quand on y change x en x 4- Ur en vertu de 
(2), cette fonction devient 
; cis VO) \ 
[0 (2) He) {eee T CNT, 


en d’autres termes, elle s'est trouvée multipliée par 


SE (z+ V=) Tua a(x - K'V-1) 
ne A Y 
Or les fonctions O(x)H(x) et ©, (x)H, (x) sont dans 
ce cas; on doit donc poser 
(3) B'(z) e (x) — H(z) e'(x) = A0 (x) H (x) + Be. (x) Hh (x), 
ou, en divisant par O* et en tenant compte de (1), 


anu E His] 


dz — Tea" P ola) ola) 


Mais, si, dans (3), on change x en — x, ona 


H'(z) 6 (x) — H (x) e'(x) =— Ao (x) H (x) + BO, (x) H, (x), 
et, en comparant cette formule avec (3), on a 
A ox 
done 
dy ©, H, 
d: © 6 


Si, dans (3), on fait x — o, on a 
.H'(o) e(o) = Be, (0) H, (0). 
Tirant B de là, la formule précédente donne 


as Xr s (0). ©: (x) H, (2) 


( 4) SEND ©, (0) H.(9) ei (2) 


Entre cette formule et les formules (x 
graphe précédent, éliminons ©; (2) 


1) et (2) du para- 
et H,(x); nous 
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aurons 


s) = ec 7i] ser") 


Cette équation seraît identique à celle qui nous a servi 
primitivement à définir le sinus de l'amplitude x, si 
l'on supposait 
ji elo @,(0) H(z) I H(z) 
—— == , 
H,(0) ois Vz ®(x) — 


On a donc bien 


sna — 


o(s) Hal 
et il est nettement établi que la fonction snx est mono- 
drome, puisqu'on peut la former de toutes pièces en la 
considérant comme le quotient de deux fonctions mono- 
dromes. 

Maintenant reprenons les formules (1) et (2) du pa- 
ragraphe précédent ; on peut les écrire, en divisant par 


O* (x), 


, — Biel e(o) , Hie) giel, 
— e(x)Hi(o)  e*(z)H?(o) 
, — Br(z) H}(o)  gilsl eto). 


La première, en vertu de (5), sera satisfaite en posant 


H,(z) e(o) 
O(z) Hiel 


= cosamz = cna, 
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et la dernière donnera 


et (s) elei. 


I— Sn TEE 
e (x 


© 
B 


ou bien 


+ IIÍ—— 


ou bien 


Le premier terme du second membre est °, le second 
est donc la quantité désignée plus haut par A^; A^ est ce 
que nous avons appelé le module complémentaire. On 
a donc le tableau suivant : 


TABLEAU N° 4, 


SR H (a) 

sna = di JOK 
Lu A Hla) 

EE Zë e(z) ' 

[ro] E z ez) ` 
ane v O(x) ; 
Lilo) gll: Lo) ©4 Bio] 
= oo) H2{(o) " - ei(o' £F = eo) 

A12 = 1, 


1 dx 
IS o UR IC NES YER 
[11] E 
Il eege ee A 
o v(r— z) (1 — Hie 


sno — o, 
SUE 
sn2K — o, 
snK^V/—1:— 0, 


sn(— x) —— snz, 
sn(2K — x) = snz, 
sn(2K + z) —— snz, 
ent 
sn(K — x) Gana 
ena 
sn(K + x) — du 


sn(K/V/—1--z) SS 


ERR 
cnK — o, 
cn2K — t, 


enK'/—1: — c, 


en(2K + K'/—1) —«, 


(Kk A. K' /.—1) 2 — 5 ; 


en(— x) — cnz, 
en(2K — x) = cnz, 


cn(2K + z) = enz, 


= = 4 
en(K x) À dne? 
en(K + x) =— ÈS 
dnx 


Sr ics) ms 


= Ksnz! ksnæ 
sn(2K/Ÿ—1+z)—snz,  cn(2K//—1--2)—— enz, 
Fonctions. Périodes. Zéros. 
SU eei 4K, 2K'/—1, 0, 2K, 
Chat 2K, 2K -- 25K" Ver, K, —K, 
dnz 2K, 2K' d 


ün(K+a) =", 


dno — 1, 
dnK— 4^ 
ANRT, 


dnK'/ÿ—1—=, 


dn(2K + K'V—1) —oo, 


dn(K +K’ /.—1) — o, 


dn(— x) — dnz, 

dn(2K — x) — dnz, 

dn (2K + x) = dnz, 
A 


À 
dn(K—z)=—) 


" 


na 


dn(K'/—i--2)— —y—1 ——5, 


EP 


dn(2K//—14-2)—— 


Infinis. 


LONDRES REE CT 
KV IK I KU: 
+K +K'y=r, K'y—ri, »K-- K'/—1. 


1 


nz. 


( 06 ) 


(91) 
RELATIONS ENTRE SNV, CNX ET dnx. 


A la fonction snx, définie par l'équation 


(1) D vaca e), 


a 


nous avons adjoint les fonctions 
E: 


EI 
d 


f UE V1— Mi, 


l dna =w= Vi £u. 


— 
Hi 


La formule (1) pourra alors s'écrire 


du : 
— —onzdnz-evw. ` 
dx 


Des formules (2) on déduira 


do u du 
TS elm Ug = uw 
dx Vi u! dx f 
dw ku du 
— = — c — = kou. 
dx Vi gui dx 
Ainsi on a 
danz 
———— = onr dng, 
ax 
d cna 
(3) : —— dnxsnx, 
dx 
d dnz 


— —— Asnzenz. 
da 


Maintenant, si l'on observe que 


va? — Än 


Lé 


ee La 
ucyr— euim, pis 


newz Vi 2.4 Dei, 
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les formules (3) pourront s'écrire 


du = y(i — u’) (1 — Fu), 


da 

de Li 12 202 

g (LEET do 
dw ——— 
g Ve a— K'2)(y— wè). 


Rien n'est plus simples, en partant des formules (3), que 
de former les équations auxquelles satisferaient tangamz, 
cotam z,. ... On formera ainsi le tableau suivant : 


TABLEAU N° b. 


dsna 


= enzdnz, 
dx 
dnx 
=— dn ? 
[1:5] dx TERMS 
ddna 
— — sneen. 
da 
Fonctions, Leur équation différentielle, 
du 
u = sna, = /(x — u*)(x — Au), 
du k? 
u= CI Seem a que)» 
du LEE 
zd — = — yV(1— u) (u — k” 
u=œdne, dr II F5), 
ee Ee 
u = tangam 7, SE =y (1 H ut) (1 4 Au), 
[16] : 
du ne 
u = cotamz, —=——#{(1+u)(#"2+ w), 
dx 
, du Ar 
u = sécamz, H wyle) (e) 
2 du AE 
u — cosécamz, ds (n — 1) (i6— e), 
1 du 
UE — NIR All Au 
dnz' da | T 
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Ce dernier tableau est utile pour la réduction de l'in- 


; du 
Vu + minim) 


aux fonctions elliptiques. 


tégrale 


FORMULES D'ADDITION. 
Considérons maintenant le produit 
H(z -- a)H(z — a) = 6(2)5 
on a (tableau n? 1) 
0(z +2K)=0(x), 
step 


ge + » V—1)=0(x)e ; 


Les fonctions H? et O? satisfont à la même équation; | 


donc 
H(z -- a) H(x — a) = AH (x) + Be?(a). 


Pour déterminer H et B, on fera x= o; on aura alors 
— H?(a) = Be'(o). 
On fera ensuite x = K'y/— 1; on aura alors 


H(K'y/—1-- a) B(K'/—1—2) — Am(K'y/—1) 


ou 

On a donc e N e 
E ANA) CA 
YEA EEN 


et, par suite, 
o(a) B^ (z) — Wiel o(a) 
e'(o) 


H(x+a)H(x— a) = 


On obtient dela méme façon une foule d'autres for- 
mules, que uous résumons dans le tableau ci- aprés, 
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TABLEAU N° D. 


H i Sei n + a) = ert 
H(x — a) Or +a 
— Hie)@i(e) oiaeta — HO) ainol 
= Hifojo(o) 10) gr Ga (oj (FE); 
[17] | H(x— a)Hifx + a) SE. 


SS 6, (a) o(a) is 
= e(oje.(o] Hei 


Sal e:(«), 


*)— eio] eo). 


E 


H (x — a) @,(x + a) 
eH (a) ©, (a) 


Dien El s 


| O(xr — a) O(x + a) = eo) , 
9 (2: — a) H (a + a) 
I (a) (a) Bil e (=) + H (2) eo) (o) ola) 
eio) Hal 


[18] ale — allez a) 
__ O(a) 6. (a) B (z) H(z) — H (a) © (a) e (x) eis). 
m … 9(o)e(o) 
9 (x — aigle + 4 
` Biaje(o) H(z) eil — B (2) o(a) e (s) Bila). 
m e (0) H.(o) 


En combinant ces formules par voie de division, et en 
ayant égard aux formules du tableau n? 4, on trouve, 
par exemple, en divisant la premiére [17] par la se- 
conde [17], 

sn?z — sn'a 
snz cna dna — snacn dna" 


sn(x + a) — 
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et, en multipliant haut et bas par 


sng cna dna + sna cnz dnz, 


sno cna dna -4- sna cna dna 
3 


SU Ki es 1 — Á&?'sn'asn?a 


c'est par ce moyen que l'on formera le tableau suivant : 


TABLEAU N° 7. 


snacnbdnb -- snócnadna 


? 
1 — #?sn?a sn? b 


cnacn b = snasnó dna dnb 
I "nas yes e ERIT Ven nine 
[ 9] gue " 1 — A?sn'asn?b 4 


dnadnb = Æsnasn bcnacnb 


d sb iu E 
De ) I — Å’sn’a sn? b 


Pour a = b : 


2snacnadna 
BL OO = -———————— 


I — Á'sn?a 
cn?a — sn?a dn?a 
[20 DR E 
1 — Á?sn?a 
dn?'a — A'sn*acn?a 
dn 20 — . 


1— Asn'a 


: ) + sn (a — b) = Gsna cnò dnb, 
sn(a + b) — sn (a — b) = Gsnb cna dua, 
) 


f cn (a + b) + cn (a — b) = Genacn? 
Ex] cn (a + b) — cn (a — b) =— Gsna snb dna dnb, 
dn (a + b) + dn (a — b) = G dna dnb, 
dn (a +- b) — me — ^ =— G P? snasné cna cnb. 
On a posé 


2 D 
ir Æsn’asn’b 


( 96 ) 

Les formules, d'addition [19] sont les premières que 

l'on ait trouvées sur les fonctions directes. Elles sont 

analogues aux formules fondamentales de la Trigono- 

métrie; mais ce n'est pas comme nous venons de le 

montrer qu'elles ont été trouvées. 
C'est en intégrant l'équation 


dx EM dy 


Vo ep Pa) =) e»). 


que l’on est arrivé à la découverte des formules d'addi- 
tion. La méthode la plus simple qui ait été donnée pour 
l'intégration de cette formule est due à Lagrange. D'au- 
tres méthodes, plus simples en apparence, ont l'incon- 
vénient de s'appuyer sur des artifices qui supposent 
évidemment que l'on connait d'avance l'intégrale. 


AUTRE MANIERE POUR ARRIVER AUX FORMULES D'ADDITION 
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


L'équation 


da dy 


—— -— 0, 


V(1— z?) (1— xt) V(1—»)(1— Bal 
qui devient, par les substitutions x = sing, y = sin, 


dy dy 
(1) LL TT UWM—————  — Le) 
V1 — A sin’o V1 — A? sin^j 


admet pour intégrale 


"eeh [e that AL) v n 
J V(— z)(1— £z) de STE SE e m 


mais on peut lui trouver, comme l'ont prouvé Euler et 
Ldgrange, une intégrale algébrique. Posons, à cet effet, 


avec Lagrange, 
dy dy 


(2) = = al 
Viz Á* sin?g V1 — sin? 
ou 
À d is perm LE LE "Al À Le EE ES 
(3) D = V1 — Asin'e, = Vi Ping, 
puis , 
(4) pHY=p, g—Yÿ—=g; 
òn aura 
1 / dj 1 
E: Gen El) ar r— ksin? 277 
(5) 2 \ dt dt 
5 Et 
1 /d 1 
GE 2 EE, 
d’où 
; SIS? 
=y rer PEI Vi sin i 
dt 2 
d 
EI I sin ZZ v k? sin? 2 
dt 2 


d'où l'on tire 


ip d Aus 
de: dakan da p 2) 5 +], 


dt dt 
ou enfin 
d dp d 
(6) TET A? sinp sing 


Mais, en différentiant (3), ón a 


m = — k’ sing cosy, 


dh S 
Uem 4? sins cos; 
L. Fonct. ellipt. 
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d’où l’on tire, par addition et soustraction, 


12 
EE k? sinp cosgq, 
dt? 
(7) i 
ER = — #?sinqgcos 
dü Ze, 


De (6) et (7), on tire 


Ëp cosg do __ cosp 


dpdq sing dpd} sinp’ 
ou 
d'p cosqdq dq —cospep 
dp sing |. dq  sinp 
ou 

dp à dq FE 

—— — «sing, —- —8e sinp 

de 1» dt p 
æ et a désignant deux constantes qui doivent rentrer 
l'une dans l'autre. En remplaçant p et 4 par leurs va- 
leurs dans ces formules, on a 


V1 — sine + V1 — Asin — «sin (o — +), 


8 LE SEDEM TEE AE 
(8) V1 — Psin?g — V 1— k'sin?y — a'sin (p +). 


Ce sont là deux intégrales de la formule (1); mais, en 

éliminant dt entre les deux formules précédentes, on 
: . Jan . A 

obtient une nouvelle intégrale, En effet, on a 


qe dq 


D Er EE u c«sinpdp-— «sing d 
«sinq ` ei sinn EE e aiat at 


et, en intégrant, 
Se EE n 
«cosp = « COSq + «^, 


el étant une nouvelle constante, et l'on a 


(9) acos (p + p) = a'cosg — V) + a”. 
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Or, on peut mettre l'intégrale de la formule (1) sous la 
forme 


M f s 
(10 He nupt = — |, 
AR sin^o Vi—Æsiny Jo Vi— sinnn 


p. désignant une constante à laquelle se réduit 9 pour 
Ņ =o. Si, dans les formules (8) et (9), on fait Y = o, 


on a 


1 — Å’sin? u -4- 1 = «sin p, 


V1 — ksin?’ u — 1 = a'sin p, 


a COS p. — o! coS p. + a”. 
On en tire 


Vi Psimp br qu Vi Pins 


sinw sin p. 
PAU sin?p. +1 V1 — £?sin?g — 1 
M OO — ———À ——— — cos pe, 
sin p. sinp 
ou 
2.COS 
PEEL 
sinp 


En portant dans la formule (9) ces valeurs de a, ai, æ”, 
on a 


V1 — Hamm + 1, 
sin p 


os(o + Y) 


— 2 dade 
Lv A? sin? p Logs (te v) peur 
sin p. SIDD 
et, en effectuant, 
(11)  cospcosÿ — V1 — Æsin’psingsinŸ = cosp. 


Cette formule est une des intégrales les plus célèbres 
de l'équation (1); les formules (8) en fournissent deux 
7. 
LI 
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autres : 


V1 — ksin? + V 1— k? sin? 
s VERENE sin'g. -- I 


* sin p. sin(o — 1); 


(12) 


V1 — A?^sin*o — V1 — sin! 


Vi— k sinnu —1 . 
T EDENDI ——— sin(e + 4), 


identiques au fond à la formule (11). 
Maintenant, si l'on fait 
? d y 1 
J Ee ER 
o V1 — Ei Sing o Vi— Pain 


la formule (1) donnera 


donc 
p—ama, Ÿ—amb, yp -am(a-— b). 


Les formules (11) et (12) donneront alors 


(13) enacnbdn(a — b) — snasnb = c(a — b), 


.. dn(a — 5) -- 1 
dna — dnb — ne D (snacnb — snbcna), 
dna + dnb = esas: (snacnb + snbcna). 


sn(a — b) 


Si nous posons, un instant, dn (a — 5) =y, sn (a—5) — x, 
nous aurons, au lieu de ces derniéres formules, 
z (dna — dnb) = (y + 1)(snacnb — snbcna), 


z(dna + dnb) — (y — x)(suacnó + snbcna), 


ou 
zdna — ysnacn b — — sn bena, 


xdnb — ysnbcna — — snacnb. 


erte 


On en tire 
sn?^acn?b — sn?bcn?a 
sn(a — b) = , 
dn bcn sna — dnacnasnb 
ma à) snódn^cna — snadnacen b 
ania = —— TU D 
dn ben bsna — dnacnasnb 


Si l'on multiplie haut et bas ces deux formules par 
Texpression conjuguée de leur dénominateur, on a, 
en observant que sn*acn?b — sn*b cn?a est égal à 
sn?a — sn*?b, 

(14) dät dn ben bsna — dna cna sn à 
1 — Æsn?asn?b 


H 


ksnasn ben acnb + dna dn b 


K EE Y 
(15) dn(a — b) = ET RENE 


Bee D, 


SUR LES PÉRIODES ÉLÉMENTAIRES. 


Soit f (z) une fonction doublement périodique. Consi- 
dérons les points Moo et Ma qui représentent les imagi- 
naires z, et Zo + 9, © désignant une période de f (z). On 
peut toujours supposer que o soit la plus petite période 
d'argument égal à l'argument de w; car il n'existe pas 
deux périodes distinctes de même argument; toutes sont 
multiples de l'une d'elles, que l'on peut appeler w. Soit 
g une période distincte de w, et supposons-la aussi la 
plus petite de celles qui possèdent son argument. Soit 
Mo: le point qui représente l'imaginaire zy + & ; sur les 
droites M,, Mo et Man Moss on peut construire un paral- 
lélogramme que l’on pourra considérer comme un paral- 
lélogramme des périodes; on lui donne le nom de parai- 
lélogramme élémentaire, si aucun des points de son aire 
joints à Mo, ne fournit une nouvelle période. 

Il est clair que le parallélogramme élémentaire peut 
se former en prenant la période w pour base et en faisant 


(21021) 
mouvoir le côté Moo M10, pris pour base, parallèlement à 
lui-même, jusqu'à ce qu'il rencontre un point Man, tel 
que Moo Mo, soit une période. 
Soient w et w deux périodes élémentaires; w’et w deux 
nouvelles périodes; il faudra nécessairement que l'on 
ait 


(1) 


m et n, m! etn’ désignant des entiers ; car une période 
quelconque s'obtiendra en joignant le point Moo à l'un 
des points de croisement M,,, des droites formant le ré- 
seau des parallélogrammes des périodes w, w. Pour que 
les périodes w’, w puissent former un nouveau parallé- 
logramme élémentaire, il faut que m et n soient premiers 
entre eux, ainsi que od et n’. En effet, si m et n avaient 


o = Mo + ug, 


o= no -- n'a, j 


le diviseur commun ð, en posant m = Om", n= à n", on 


aurait 
o! z (m"o + n"a), 
, 
Di i Set 8 ` 
et y serait une période ; ei ne saurait donc être une pé- 


riode élémentaire; mais w et w doivent s'exprimer en o' 


et ol sous les formes 
o = po! + vo, 
o= Wo v o, 
ce qui exige que le déterminant du système (1) divise 
no — nu et mo'— m'w, c'est-à-dire n, n', m et m. 
Or, m et n. étant premiers entre eux, le déterminant est 
égal à l'unité, et l'on a 
Q manie. 
Soit 
om a+ db WEST V 
ET =a + LEE 
o = ma + na! + V— r(mb + nb/), 
o = m'a-r n'a! + V —à1(m'b + ab), 
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l'aire du second parallélogramme des périodes est 


(ma + na^) (m' 6 + n' b!) — (m'a + n'a!) (ma 4- nb 
ou 


Lab — ba. 


QU ubt 


D 


Donc : 


Les aires des parallélogrammes élémentaires sont 
égales. 


SUR LA FORME GÉNÉRALE DES FONCTIONS DOUDLEMENT PÉ- 
RIODIQUES, ET LEUR EXPRESSION EN FONCTION DE L'UNE 
D'ELLES. . 


'TutonkwE I. — Jl existe toujours une fonction dou- 
blement périodique admettant deux périodes données, 
deux zéros donnés et deux infinis donnés, pourvu que 
la somme des zéros soit égale à la somme des infinis à 
des multiples des périodes prés. 


En effet, nous avons vu qu'il existait deux fonctions 
distinctes 9, et 9s satisfaisant aux formules 


et que la solution la plus générale de ces équations 
était 
Aug + Aii qe 

Ces fonctions Q, et 4, ont chacune deux zéros dans le 
parallélogramme des périodes w et w, ainsi que la fonc- 
tion 9. Si nous divisons y, par ge ou si nous divisons 
Ap, + Às94. par Big, + B9, D, et B, désignant des 
constantes différentes de A, et Ap, nous obtiendrons une 
fonction doublement périodique f (x). Soient a, b ses 
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zéros, « et D ses infinis; considerons l'expression 
(1) gets) — (25). 
f(a +s) — f («+ s)? 
elle n'est plus infinie pour x = « ou x — f, mais elle 
l'est quand on pose x= al elle admet en outre le zéro d. 
Mais la fonction f(x 4-5) —.f(2'4- s), outre le zéro 
x — c, en possède un autre f, tout en conservant les 
infinis x = æ — s, x = B — s. On doit donc avoir, en 
observant que la somme des zéros est égale à celle des 


infinis, 

«'-d-pza«—s-B—s (*) 
équation dans laquelle on peut choisir s, de telle sorte 
que f ait une valeur donnée. L'expression (1) admettra 
alors deux infinis donnés oi, H le zéro donné d et par 
suite un autre zéro D^, tel que o! 4- (/ —a/ 4- b'; enfin le 
coefficient À permettra de prendre la fonction (1) égale 
à une quantité donnée différente de zéro pour une valeur 
donnée de x. 


Taéonème II. — Ji existe une fonction possédant les 
périodes o et w, les Zéros a4, às, :.., a, et les infinis o, 
Lay +.) &n Satisfaisant à la relation 

AH d42-...H- ar E ua, H Ga + 0 0. zk ge 

En effet, soit E: Larl une fonction aux périodes o, c, 
admettant les zéros a, et b, et les infinis e, ets, b; étant 
déterminé par la formule 


a, + b, zm & Gs 
Soit F,(x) une fonction aux mêmes périodes ayant pour 


Zéros a; et D, et pour infinis ds et 04, e... Soit Pain ) 
une fonction aux mémes périodes admettant les zéros 


(*) Le signe = est employé à la place de — pour indiquer que l'on 
néglige des multiples des périodes. 


( 105 ) 


a, et b, , et les infinis ba et æn, tels que 


Ans + bre Cr bre 
La fonction 
Biz) F: (x)... : En (a) 
aura les périodes w, c, les Zéros a4, às, ..., as, 5,4 
et les infinis ou, Zs, ..., 6,5 mais on aura 


ai + 03 H- ee + Gg + bnm = P 0 He o a ons + ane 


Taéorëme HI. — Deux fonctions doublement pério- 
digues d'ordre fini dont les périodes w et w, o! et v sa- 
tisfont aux relations 


Q = mo- m w, 
jd 
ZG Hp H Ia 


m et m désignant des nombres entiers; en d'autres 
termes, deux fonctions u, v, dont les parallélogrammes 
élémentaires ont leurs côtés commensurables et dirigés 
dans le méme sens, sont fonctions algébriques l'une de 
l'autre. 

En effet, soient u l'ordre de u, et v l'ordre de v. Le 
parallélogramme de u, comme celui de v, tiendra un 
nombre exact de fois dans le parallélogramme ayant 
pour côtés Q et II, le premier mn = M fois, le second 
m! n — N fois. Il en résulte que, à chaque valeur de u, 
correspondront, dans le parallélogramme Q, II, un 
nombre Mp. de valeurs de la variable z, et par suite 
M, valeurs de v; donc v est lié à u par une équation 
algébrique de degré My en v. On verrait de même qu'elle 
est de degré Nv en u; car u et v n'ont que des nombres 
limités de zéros et d'infinis et restent d'ailleurs mono- 
gènes et continues l'une par rapport à l'autre. 

Tu£oniwz IV. — Une fonction d'ordre n est liée à 
sa dérivée par une équation du degré n, par rapport à 
sa dérivée, et de degré on par rapport à la fonction. 
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En effet, soit u une fonction aux périodes ù et o5 sa 
dérivée admet les mêmes périodes, mais les infinis de la 
dérivée sont en général en nombre double de celui de la 
fonction; car chaque infini de la fonction, lorsqu'il est 
simple, devient double dans la dérivée; en tout cas, 
l'ordre de la dérivée sera compris entre n +1 et 27. En 
vertu du théorème précédent, il existera entre u et w 
une relation algébrique d'ordre z en w et d'ordre n'en 
u, n+ 1Én'Zon, w n'étant infini que si u est infini; le 
coefficient de u” pourra être pris égal à l'unité. A une 
méme valeur de u correspondent z valeurs de z dont la 
az I 
; du uw? 
dont la somme est nulle; donc le coefficient de A est nul. 

Par exemple, si u est du second ordre et a deux infinis 
distincts, on aura 


somme est constante, et par suite 72 valeurs de 


u? -+ U —o, 


U désignant un polynôme du quatrième degré. Si u a un 
infini double, U sera seulement du troisième degré. Ce 
dernier théoréme est de M. Méray. 


DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS A DEUX PÉRIODES 
EN ÉLÉMENTS SIMPLES. 


Soient F (x) une fonction aux périodes o et c, et o, 
dos One, Ses infinis, Soit 0 (x) une fonction auxiliaire 
satisfaisant aux relations 


ga tel älsle" el AR Se 
on aura > 

olz to) le, 

px Ho) 0 (x) 

dim) S (a). ar Vi 
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Considérons maintenant l'intégrale 


HEURE E Meet, 


2m 1 (z — «) 


H 


prise le long d’un parallélogramme des périodes. Le long 
des côtés parallèles à o, les valeurs de l'intégrale ze dé- 
truiront, et il restera à intégrer le long des deux autres 
côtés, ce qui donnera, en appelant p une arbitraire, . 
D: " 
Ge REIS) Quo do, 
gel 
4 

résultat indépendant de x et de p, que nous désignerons 
par C. Or, l'intégrale considérée est aussi égale à la 
(a — cl 
0(z— x) 
à 0(z — x) sont, en appelant a,, as, a5,. . . les zéros de 


0(z), 
F(x+a), F(x+aæ), ..., F(r--a,); 


somme des résidus de F(z) Les résidus relatifs 


ceux relatifs à F(z) sont 


si les infinis « sont simples, et l'on a 
A;zlim(z — «)F(x) pour v=. 
En général, si l'on pose 
(z — a)" F (2) = e(9) 
o 


on aura, pour résidu de F(z) 


ea eb es) 
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En résumé, on aura 


Hit Do — x) 
(Qi — DF kel S EE en D 
Fe) EE em sem tl 
Supposons p.— 1 et à = 05 on aura, au lieu de cette 
formule, 


C.— F(z EX CE E #12], 


et F (x) se trouve ne ainsi : ; 


sj qe S qn War) 
danz? (m — EE O(a — x) 

+ formule donne F (x) décomposée en éléments sim- 
ples, tous intégrables au moyen de la fonction 0, ce qui 
démontre la possibilité d'intégrer les fonctions à deux 
périodes (du moins à l'aide des fonctions auxiliaires); 
mais le mode de décomposition dont il vient d'étre ques- 
tion présente encore une foule d'autres applications que 
M. Hermite, auque] nous devons la théorie que nous 


venons d'exposer, a fait connaitre. 

Nous allons montrer immédiatement comment les in- 
tégrales de deuxième et de troisième espèce se ramènent 
par les considérations précédentes aux fonctions O et H 
de Jacobi. 


La fonction de seconde espéce 


fre 


\ 


quand on y fait z = snx, devient, à un facteur con- 
stant À? prés, 


Jf sn? a dx, 


C'est cette intégrale que nous allons étudier. L'intégrale 
de troisième espèce T 


dz 
Te — n2) y(i — z’) (1— Az) 
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devient, pour z — sn x, 


dx 
(a) E 


nous la remplacerons par 


f 


QD Per ue 
1 — A?sn'asn'a 


en posant n? — Ki sn*a et en observant que l'intégrale (a) 
ne différe de celle-ci que par une fonction linéaire de x 
et par un facteur constant. 


ÉTUDE DE LA FONCTION Z(x). 


La fonction 


x 
SCENE Æsn?x dx 
0 


est évidemment monodrome, car les résidus de sn?x 
sont nuls; nous allons le vérifier. 

Décomposons, par la méthode de M. Hermite, sn°x 
en éléments simples, cette fonction ayant pour périodes 


2K [puisque sn(x + 2K)=——snx] et aK//— 1. 
Evaluons l'intégrale 


I H'(z — x) 
(1) è sum Hem 
le long d'un parallélogramme de côtés 2K et 2 K'y—1; 


le long des côtés verticaux, le résultat de l'intégration 
est nul; le long des côtés horizontaux, le résultat est 


I &-4-2K 
— f sn?z 
2n —1 er 
E i | 
CS ec MAC GS UU c EE H 


H(z— x) H(z — « 4- 2K'y/—1) 
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En vertu de la formule 


BCE x+K' VZ) 


H(x-4-2K'/V—1)2— H(z)e E , 


l'intégrale considérée se réduit à 


I Js Se: 1 2K 
- sn?z — dz = — f sn'zdz; 
2172 K 2K Jo 


nous désignerons cette quantité par C. Mais l'intégrale (1) 
est aussi égale à la somme des résidus de la fonction 
placée sous le signe f; le résidu relatif au point x est 
sn?x ; calculons celui qui est relatif au point K'y— 1. 


Posons pour cela z — K' V— 1 4- À; nous aurons 


H'(K'y-—1— x A) : 
DEN xA h 


) 
HIV H'(RV=i—x) |}, 
aedem E ee 


° i. I pot " ~ 
et par suite le coefficient de ; ou le résidu cherché est 
(i 


i[mH(X'y/—1—2z)]. 
CI HUS VT 


Si l'on observe que 


si (K'V— 1 + DN 


I 
`  #2sn?2 


zV—1 


H(—2z--X'y—1) =y=re( Lais Ke 
ona i 
HR rcc ur ee 
H(Ky—1— 2) e(—z) 2K 


Notre résidu devient 


eo lon 


(un) 
On a donc enfin 


C= sme aea. 


ou, en intégrant, en multipliant par 4°? et en posant 


GRR 


Z(x) =tx— 


telle est l'expression de Z (x), monodrome comme l'on 
voit. On en déduit 


(2) f zas t — e 


9 
a 


et lon constate que la fonction 


SÉ Zqx)doc AL (©) E ) 
€ 0 E 


e(o) 
est monodrome également. M. Weierstrass la désigne 
par le symbole Alx. Il désigne par Al, x, Als x, Alsx 
les produits de Alx par snx, cnx, dnx. 
La constante ¢ est susceptible de prendre une forme 
remarquable. En effet, en différentiant (2), on a 


Z (x)= 6x — 
et, en différentiant encore, 


o” (a) 0 ( a 
ere E ) 


ou enfin 


( 115 ) 
On a ainsi plusieurs expressions de la constante 7, que 
l'on peut considérer comme parfaitement connue. 


ÉTUDE DE L'INTÉGRALE ELLIPTIQUE DE TROISIEME ESPECE 


On peut parfois éviter la méthode de décomposition 
donnée plus haut, En voici un exemple : 
La formule [14] donne 


z 0 (z + a) O(x — a) = EHI 


on peut l'écrire 
e? (zx) e? (a) 


6 (0) (1 — #sn'xsn'a). 


ale +a) 6(z — a) = 


On en déduit immédiatement 


eidele aJ e (s — a) 
@ (a) 9? (a) 


1 — A sn?asnx = e 

En prenant les dérivées logarithmiques des deux 
membres par rapport à a, on trouve (en observant que 
sn'a = dna cna), 


— 2k’ sna cnadnasng — G'(r4-a)  e'(r— a) SE ©'(a) 
1— #2sn’asn?x . ^ O(r--a)  OG(x—a) O(a) 


Si l’on change les signes et que l’on intègre de zéro à x, 


on trouve 
‘PE sna cnadnasn?x EE I , 9(x — a) 
yi 1 — #sn'asn?x ole 2 @fr+a) 


Cette intégrale n'est pas tout à fait l'intégrale de troi- 
sième espèce de Legendre, mais il est clair qu’elle s'y ra- 
mène aisément. Jacobi la désigne par T (x,a). Ainsi 
l'on a 


; I exc | 
(1) II (zc, a) = To) + ; los El jj 


( 118 ) 
On en conclut, en changeant x en a et a en x, puis en 
retranchant, 
e' (a) o'x) 


(x, a)—n(e, DES a tot: 


On peut d'ailleurs s'assurer que les valeurs des loga- 
rithmes se sont détruites, en observant que l'on doit avoir 
une identité pour x = 0, a = o. 

C'est dans l'égalité précédente que consiste Z'échange 
du paramótre et de l'argument, proposition généralisée 
dans la théorie des fonctions abéliennes. On peut aussi 
l'écrire 

f(x, a)— n(a, x) = «Z(a) — aZ(x). 


EXPRESSION D'UNE FONCTION DOUBLEMENT PÉRIODIQUE AU 
MOYEN D'UNE FONGTION DU SECOND ORDRE AUX MÈMES 
PÉRIODES. — THÉOREME DE M. LIOUVILLE, 


Soit f(x) une fonction monodrome et monogène du 
second ordre aux périodes w et w; soient a et s — æ ses 
infinis, s désignant la quantité constante à laquelle se 
réduit la somme des valeurs de z pour lesquelles f (z ) 
prend une valeur donnée dans un méme parallélo- 
gramme, Soit F (z) une fonction quelconque aux mêmes 
périodes, w; solent ĝi, Bn Bp ses infinis. La fonc- 

F(z) 
RI Aa 
des périodes donne un résultat nul ; la somme de ses ré- 
sidus est donc nulle, 

La somme des résidus relatifs aux infinis x et s — x 

I 


dE est 


Fa) sj + (s) 


tion intégrée le long d'un parallélogramme 


I 
J'(s— a)" 
L. Fonct. ellipt, 8 
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ou bien 
F(z)—F(s — 2) 


ZPS : 
, en observant que, f(x) étant égal à f (s — x), f(x) doit 
étre égal et de signe contraire à f'(s — x). La somme 
des résidus relatifs à F(x) étant alors représentée par 


I F(z Bada ^. 
any —i/r7 (5) — f(x): 
on aura 
I D E 
Meer Eee) 


le signe F placé au-dessous du signe f indiquant qu'on 
ne doit intégrer qu'autour des infinis de F (z). 
$i l'on considère en second lieu la fonction 


F(z)f'(z). 

J(s) —J («) 

son intégrale prise le long d'un parallélogramme sera 

encore nulle, et il en sera de màme de la somme de ses 
J^ (2) 

Jz) — sle) 


(1) F(«) — F(s — s) = 


H 


résidus. Or la somme des résidus relatifs à 
est égale à 

F(x)+F(s—x) — F(«) — F(s — a), 
et l'on a par suite 


Bb asd eS se )uae F (« F(s—2a 
.F(z)/"(z) 
pré Ir bal yos 
ou bien 


F(x) + F(s— 2) — F(«) 4- F(s — «) 


= 


I 


(z z 
27 VERT FAN AE 


+ 


ES 


La comparaison de cette formule avec (1) donne 


2F(x)=F(« Ge" (s — a) 


F (s) (2) +Z (2)] 
+= I (z) =J (2) Se 


2F(z) —F(«)-- F(s—2a) 
e e 4 [gf e) PUT 
tuc a [A er h 


en posant F(z) — (z— B)*0(z), 4 désignant le degré 
de multiplicité de l'infini f. Quand p = 1, le symbole 


ou bien encore 


I de E Së 
(ai N age doit étre supprimé. 


La formule (2) montre que toute fonction aux pé- 
riodes w, x peut s'exprimer rationnellement au moyen 
de la fonction du second ordre f et de sa dérivée. 

On voit, en outre, que cette dérivée n'entrera que 
sous forme linéaire. ; 

Ce théorème est dà à M. Liouville, mais l'expres- 
sion (2) explicite de F, que nous venons de donner, n’est, 
je crois, pas encore connue; du moins on ne la trouve 
pas dans le Traité de MM. Briot et Bouquet. 


Remarque. — La théorie précédente tomberait en 
défaut si F(x) et f(x) avaient des infinis communs, 
mais on tournerait facilement la difficulté en dévelop- 
pant F(x) divisé par une puissance convenablement 


choisie de f(x). 


APPLICATION DES CONSIDÉRATIONS PRÉCÉDENTES 
AU PROBLÈME DIT DE LA MULTIPLICATION. 


Le problème de la multiplication des fonctions ellip- 


tiques a pour but de faire connaître snmx, cnmx, 
8. 


( 116 ) 
dnmx en fonction de sn x, cnx, dnx, Notre formule (2) 
du paragraphe précédent résout cette question plus sim- 
plement et plus complétement qu'on ne l'avait fait jus- 
qu'ici. 

Soient k le module de snz, 4K et 2 K'y/ — 1 ses pé- 
riodes, m un nombre entier : snm(x — a) admet évi- 
demment les mëmes périodes. Construisons le parallé- 
logramme des périodes, de telle sorte que ses cótés 
coincident avec l'axe des x et l'axe des y positifs, puis 
déplacons infiniment peu ce parallélogramme, en pla- 
cant le sommet primitivement à l'origine, dans l'angle 
des coordonnées négatives. 

Les infinis de enz sont K^/ — 1 et 2K + K'Y — 1, 


ceux de snm (x: — a) sont 


Ki l 
P =a + (2i 4 1) s APR cS us 
UV RER 
jonas dou SIS Lor Se 
m m 


zet j variant de zéro à m— 1. En faisant s — 5 K, la 
formule (2) du paragraphe précédent donne 


2snm(z — a) — snm(K'/—1 — a) 
(1) ^o-esna(K'/— 1 4- 2K — a) 


+ Xrésidu.snm(z — a) — — S, 
Sn. — snz 


Le résidu relatif à un infini f' s'obtiendra en cher- 
chant la limite de 
sn/æ + sn' g^ 
zsnm(B! — a= z) Wr PE 
sno — sn 
i AR sn' x + sn^' 
= zsn [(ai+ IK'y—r-F (2j + I) »K 4-mz| sn'z + snp 
sng — snf 
es snz + sn' g^ 
^. Asnmz sng — sn f/ 


(Suina) 


Cette limite est 


! sn' a + sn Apis 


^ Am snx — —snp' 


L'infini f" conduit au résidu 
1 sn'/z + sn B^ 
km sns — Snp” 


La formule (1) devient ainsi 


2snm(x— a) 


D 


m 
2i-4- 1 —— 2K 
K'y— 2j — 
»5 V 1+ (2j +1) j ~a] 
En faisant a — 0, on a la formule de la multipli- 
cation pour le sinus amplitude. On peut vérifier la for- 


mule précédente en prenant m = 1; on a alors 


m 
ES 2K 
J= D l EER ce ya M +a] 


+ 


2ksn(x—a) 
St en (dn + a) sn” x + su (B /—1-F 2K +a), 
à D 


snæ— sn(K'V—1--a) snz—sn(K'/ —1 1+2K+a) 


et si l'on observe que sn/x = cn x dnx, 


e (s A. Ken ci E, 
dn(z A. Kid les bg 


on trouve 
cnadnasnæ — cnædnæsna 
sn(z—a)-— Ge icm . 
1 — ÁAsn'zsn?a 
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Ainsi notre méthode donne aussi l'addition des fonc- 


tions elliptiques. 
Nous ne nous étendrons pas ture sur la multi- 


plication. La division aurait pour but de calculer sn zy 
L/ 


gT D 
cn + en fonction de snx, eng, dnx, .... Sans 


entrer dans des détails à ce sujet, disons seulement 
qu'Abel a démontré que les équations d’où dépend la 
division des fonctions elliptiques sont comme celles d’où 
dépend la division des fonctions circulaires, résolubles 
par radicaux. 


APPLICATION À L'ADDITION DES FONCTIONS 
DE TROISIÈME ESPÈCE. 
Nous avons trouvé 


old) 4 Olx — a) 
Hem eee 


Si l'on désigne alors par o 23, un Gas des argu- 
ments tels que 


i Hart eck Gong = 0, 
on aura 
IL (a, a) + Das, a) + +. H T (dmn gl 
1} ole, —a)®(æ—a) e ® (amer — a) 


2 O(a +a)® SECHER ROESCH 


La quantité placée sous le signe log possède les pé- 
riodes 4K et 2 K'// — x par rapport à la variable a; on 
pourra donc l’exprimer en vertu du théorème de 
M. Liouville en fonction rationnelle de sna et de sa 
dérivée sn'a ou cna »« dna. Nous ne donnons pas ici 
cette expression, qui est un peu compliquée. 
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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DOUDLEMENT PÉRIODIQUES 
EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 
La formule de Fourier donne 


Fao h zV —1 


" "Së zi pr, +4K EE ; 
s= ð ——— 3 23 
GE snze dz; 

EC? H To 


reste à calculer la valeur de l'intégrale qui entre dans 
cette formule. D'abord, en posant 


me. 


AeckÄbk ^ 
Ae. snze 2e de, 
E 


"0 


on trouve, au moyen de la formule sn{2K +x)=—snx, 


d nay +2K _meV=i. 
= | snzem glued 
Yo M 
2,+2K LUE, sun 
a (—snz)e 2x dz 
X 


asetzt. 


^o 
x, +2K 
SCH à snz[p—(— 1)"]e  ?K dz. 
D To 


L'intégrale A, étant indépendante de xo, on peut 
supposer x, un peu plus petit que zéro. L'intégrale 
étant prise le long du contour rectiligne xy, x, + 2K 
peut étre remplacée par deux paralléles à Ky =i 
de longueur infinie, menées l'une par x et l'autre par 
Xo + 2K au-dessous de l'axe des x, et par une paral- 
lèle à l'axe des x, menée à l'infini. Le long de ce nou- 
veau contour, l'intégrale sera nulle; mais il faudra lui 


ajouter les résidus relatifs aux points — K//— 1, 


—3K'/—:, —5K'y—1, ..., multipliés par oz /—1. 


De plus, ces résidus seront pris dans le sens rétrograde. 


(120) 
Calculons le résidu relatif au point 
| —(2n-4-1)K^y — 1; 
il est é éga al à 


mrV—i 
2K 


æ+(2n + DE eem 

ksn(x + RUE 
mais, sn'z étant égal à 1 pour x = o ou 22 K^y/ — 1, 
cette quantité peut s'écrire 


A [~in] 
lim ; 


I m 
la hi 
On a donc 
1 E pistes Dë? 
—— ` 1 — (— I)” |2ry — I 
; Rei 
et l’on a 
An — O, M 


1 (o MEET] € 
Aami = Sd 2rV— 15 


par conséquent 
2m -+1 


1 GEL = 
Ampi —a4K1-— quen? I 


Quand m est négatif, on a 


4K mes, 4K _mrV=i, 
de snze Zb ee SS Geh 
o o 


Les coefficients des termes également distants de l'ori- 
gine sont donc égaux, et, en les groupant, on a 


Tus eo 


d ott . (2m-r-1)z 
sna = T K Sa GE sin sapis d ? 
x m-o 
ion E zd X quiis (2m ls 
"T cna = FK T SS vm cos (X H 


0 


E Set UE Rue EE 
Mec best Sis 
` 0 


(QOIS) 


A ces formules il convient de joindre les suivantes, 
auxquelles on parvient d'une façon toute semblable : 


CHOSE LAURE 


éd 
1 
VE rE mgm F 
. ea) NN e 
pam 
1 


Ox) 1 pq ` K 
H'(z) 
en devenant infini pour x — o, on développera 
Ka 
d [ Rz) ], 
da ME 3 
H — 
2K 
on trouvera alors 
H (x) T Tro OT GER SP TT 
LS 3 S coL. — — ———— E — 
m dic Pr apte Dre qe men 
NU 
H^) T 27 (—1iyq" . mess 
= tango BI. sin, ee 
Hi) TOMBER TE A TE 


De ces dernières formules on tire 


m 


dlogsnx . Senzdnz ` m copa DN . omma 
—À—— c SIN 
dx sus AE 2K Kit" E 
dlogenx T TT ITQ q" . MTE 
c I— tang — — —- > - idc 
da 2K 2K K LEE ( => Ge K 
dlogdnæ án gie (ami Time 
——————— — ——— SIN + -—t 
dx K I — giant) 2K 


On arrive plus simplement à ces résultats comme il 
suit. 
Rappelons la formule 


D 72 7 
ZE ; log (1— 27 cosp 4- 7?) =r cosa ++ © COS2 a + Sain 


et partons de 


15 T 2 S EA 5 
O(x) =c 129055 + gi) Ut — 24 cose ta) 


(122) 


nous aurons 


I I TE 
-logO(x) = = loge — cos — 3950 
2 2 K 1 — 9° 
1 2ma g? 
— 2c08— — — ...3 
2 K ı—q4' . 


et, en prenant les dérivées, nous aurons le développe- 


ment de SE. 
E (x) 


e' (x) B^ (a) E H' (2) 
a(z) B(z] T(z) 


: On obtient d'une façon analogue ceux de 


SUR LE PROBLÈME DE LA TRANSFORMATION, 


Le problème de la transformation a pour but la com- 
paraison des fonctions elliptiques correspondant à des 
modules différents. Exposons, d’abord, la théorie que 
Jacobi donne dans son ouvrage intitulé : Fundamenta 
nova theorice functionum ellipticarum, 

Si dans l'expression ` 

dx 


VA + Ba p Ca? + Da? + Ext 


U ECH : 
on pose z = 5» U et V désignant des polynómes entiers 


en y, on aura 
dr 
VA pbr C Das Ez 
( VdU — Dog 


= === = - = ——— Sec 

VAV‘ 4- BVSU + CV'U? + DVU’ 4- RU 
et l'on peut, d'une infinité de manières, déterminer U 
et V, de telle sorte que le second membre de cette for- 


mule soit de la forme 
dy 


dE EE 


1 


( 123 ) 

En effet, pour que dans le second membre de (4) le 
polynôme sous le radical se ramène au quatrième 
degré, il faut que ce polynóme, qui est d'un degré qua- 
druple de celui de U et V, ne contienne que des facteurs 
doubles, à l'exception de quatre qui seront simples; on 
aura donc, en appelant T un polynóme entier, 

AV'-- BU +... EU 
= T*(A' + Dir + € y? + D' y? 4- E/ 5); 
le second membre de (1) se réduira alors à la forme de- 


mandée si l'on a... 
VdU — Ud4vV 


—  —— — const. 
(2) E cons 
Or, il en est ainsi quand U et V sont de méme degré 
ou de degrés différents d'une unité. Soit en effet 
A--Br-4-Ca?--Da?--Ez' 
— (s allez His — 1) (e — 2) 
et par suite 
AV! -+ BV?U + CNDS + DVU’ + EU‘ 
—E(U —«V)(U— BV)(U — ; V)(U — ôV). 

Les facteurs (U— « V), (U— QV), ... sont pre- 
miers entre eux, car tout diviseur simple de U — «V et 
de U— f£ V, par exemple, sera diviseur simple de U 
et V, et, comme on peut supposer U et V premiers entre 


eux, les facteurs U — «V, ... le seront aussi. Or on a 
identiquement 


—«(VdU — UdV) = (U — a V) 2U — U AU — ale 


il en résulte que tout facteur double de U — «V est 
facteur de VdU — UV, car ce facteur appartient à la 


rim od 
dérivée z; (U av} 


( 124 ) 

En résumé, le polynôme, AV* + BV*U + ... jouit 
de cette propriété que ses facteurs doubles sont aussi 
facteurs doubles de U — «V, de DN, de U— yV ou 
de U— 29V, puisque ces polynómes ne peuvent avoir 
de facteur commun, et, par suite, ses facteurs doubles 
divisent Ud V — V dU. Si donc on suppose tous les fac- 
teurs de AV! + BV*U +... doubles, à l'exception de 
quatre d'entre eux, le polynôme T divisera 


VdU — UdY. 


Si alors on suppose que V et U soient de méme degré p, 
ou l'un de degré p et l'autre de degré p — 1, AV* +... 
sera de degré 4p, T? de degré 4p — 4 et T de degré 
2p — 25 

UdV — VdU 
est évidemment de méme degré, et, par suite, la for- 
mule (2) est satisfaite. 

On pourra donc effectuer la transformation d'une in- 
finité de maniéres, car on pourra d'une infinité de ma- 
nières déterminer les coeflicients de U et V, de telle 
sorte que AV* + BV?U ... ait tous ses facteurs doubles 
à l'exception de quatre d'entre eux, U et V étant de 
degrés différents de zéro ou de 1. 

Le degré dela transformation est le degré de celui des 
polynómes U, V qui posséde le degré le plus élevé. 


TRANSFORMATION DU DEUXIEME DEGRÉ. 


Nous n'avons pas à parler de la transformation du 
premier degré; on a vu que non-seulement elle réussis- 
sait toujours, mais encore qu'elle servait à la réduction 
à la forme canonique. 

Si l'on veut opérer la transformation du second degré, 
deux des factears V — aU, V — BU, ... devront être 


(1957) 


des carrés parfaits, on devra donc poser 
U—a«V = (my +m), U-—9pV-(ny n'y. 


On en conclut 


U —a«V (my + m')* 
= LÁ , 


U—gV (nya) 


bi en obse t Meum 
ou bien, en observant que & = a 


s—a (my + m'y 


z— B (ryn) j 


On pourra ensuite déterminer m, m', n, n' de maniére 
à donner à la nouvelle intégrale la forme canonique, 
mais nous n'effectuerons pas le calcul en disant toute- 
fois qu'il existe deux solutions à la question. 


MÉTHODE D'ABEL. 


Supposons que l'on désire calculer toutes les valeurs 
de y rationnelles par rapport à x, et telles que 
dy’ £t da? 


G= ya ky) SC Dalle Pai 


Si l’on pose 
P 
F= =) 


P et Q désignant des fonctions entières de degré p, à 
chaque valeür de y correspondront p. valeurs de x, et si 
l'on désigne par x, et x: deux d'entre elles, on aura 


dx, C9 Edr, : 
V enm Vc sy Ps) 


Si l'on égale à du les deux membres de la formule 


( 126 ) 
précédente, on aura, si l'on veut, 


c, — SNU, 


= Sn («sk U); 


æ désignant une constante; on peut se borner à con- 
sidérer le signe +, car sn(z — u) = sn(2K + u — a) 
et 2 K — « est une constante. Ainsi, l'une des racines 
v : Be o 2 
de l'équation y = = étant représentée par snu, les autres 
Q H 
ü P 
seront de la forme sn (u + «). Si donc on pose = = (x), 


Q 


on aura 

= Y (snu) 
identiquement, et, comme on a aussi y = Y(snu -+ e). 
il faut en conclure 


Y{snu) — V (sna Fa) — 4(snu + 2a). Sob 


par suite, les racines de y = d (x) sont 


Ssnu,. Snu--«, Snu&-d-2«, Snu--3«, ...3 


mais les racines de l'équation en question sont en 
nombre limité au plus égal à p.: il est facile d'en con- 
clure que les p valeurs de x se décomposent en cycles 


snu, sn(u +a), ..., sn(u +n—ic), 
sn, sn(u--«), ..., sn(u' 4- 2 — 1), 


eee testo reset |t tiit] ]| i| | |] | n. 


n désignant un sous-multiple de p. Si u est un nombre 
premier, les cycles se réduiront à un seul. Nous exa- 
minerons en particulier le cas où p est un nombre pre- 
mier impair. Les solutions de y = Ÿ{(x) sont alors 


snz, sn(g--«), ..., sn(u--p— 1a); 


mais, sn (u + ua) étant égal à snu, il faut que pæ soit 


EI 


T 


(Ta) 
une période; donc 


= 


= (4m + 2K'n V=). 
Mais l'équation y = 4 (x) est de la forme 


(Ay — By )axt + ... + A, — Boy = 05 


on en déduit, pour le produit des racines, 


QUE... AT 
ys 3 Ap == Buy 


et pour y une expression de la forme 


o kën, By 


X— bad 
On peut simplifier cette expression; on a en effet 


Ti —sn(u +i— 14), 


Bui = sn(u Ae [nra em US 12) —sn(u — i—i a), 
car pa est une période, et, en faisant usage d'une for- 


mule connue, 
sn?u — sn’ (i — le 
d'un = " =. d 
iim Bsntusn'(i— 1)a* 


on a donc 
2 SS 
snu(sn?u — sn?«) (sn^u — sn*2«). .. ( sn*u — sn? ecu 


Ez) 
2 


Zënse in — 
(1 — Æsnusna)... ( —- Æsnusn 


Le produit x,x,...2, est ainsi exprimé à l'aide de la 
seule racine x, = snu. Alors y prend la forme 


. a -ae(m) 
TT xoa) 


H 


( 128 ) 


TRANSFORMATION DE LANDEN, 


«Considérons un demi-cercle tracé sur AB — 2R 
comme diamètre : soient O son centre, P un point fixe 
pris sur AB, M un point variable de la circonférence, 


soient OP = a, MPO =, MAO = o. Supposons que le 


H 


oint M se déplace infiniment peu et posons MM’ = ds 
D Į D P , 
nous aurons 
i ds — sinM'PM 
MP  sinPM/M. 
Or 


ds — 2Rdy, MP— yR? Ha’ +2aR cos29, M'PM = dy, 


et MM'P est égal à z plus l'angle que OM fait avec MP ` 


d 
ou PMO; (x) devient alors 


2. R do hr a 
VR+a+2aRcos2g  COSPMO 


(2) 


Si l’on observe alors que 


Ron a 
siny —sinPMO 
ou 
R sin PMO = a siny, 


R’ co? PMO = R? — sin’, 


( 129 ) 
la formule (2) deviendra 
2 do di 
Re Eure ns P LL 
VR'+ a +oaR COS 2 y yR? — a'sin’y 


ou bien 
2 dy dy 
V(R 4- a)? — {ar dr VR «sin 
ou enfin 
»R do di 


R+a LR an eos 
V = CE v Tpit 


Posons 


3 giá LR iiis pi i 
(3) Vies fu R d 


CL nous aurons 


(4) 2R do a dy 


Le triangle PMO donne d’ailleurs 


a sin(29 — 4) 
es EE fu Se Wee) 
D = sinp 
d’où 
1— 4,  sinj —sin(29 — Y ) 
1k  sinj--sin(29 — 4) 
ou bien 
(8) 1— 4, tang()— 9). 
1 4-4, tang o 


d'ailleurs les équations (3) donnent 


(6) jee 


Hr Le 
et la formule (4) devient 


Don 
7 o DORT re sint) 


L. Fonct. ellipt. 9 


( 130 ) 
Voici comment on fera usage de ces formules : sup- 
posons que l'on veuille calculer 


[eam 
o Vi —#: sisch 


on calculera à l'aide de (6) un nouveau module k, et à 
l'aide de la substitution (5) (que l'on n'aura pas besoin 
d'elfectuer. réellement si l'on n'a pas besoin de faire un 
calcul numérique), on convertira l'intégrale proposée 
en une autre de module k, donné par la formule (6). Il 
est facile de prouver que k< kı; en répétant alors la 
substitution, on peut ainsi obtenir ce que l'on appelle 
une échelle de modules de plus en plus voisins de un; 
on pourra donc développer l'intégrale suivant les puis- 
sances de 1 — k, et l'on aura une série trés-convergente. 
Je dis, en effet, que k < k, : c'est ce que prouve la 
formule (6), car la moyenne arithmétique ar I 
| 2 
et À, est moindre que leur moyenne géométrique dE: 
ainsi À < 15 donc on finira par rendre k < 1. Suppo- 
sons déjà A, < 1, on a 


tis ki 
" RIDE > 1: 
» V f, Bear Ze 
done ROT > Vki > k; ainsi kA, mais kr: 
I Y! 
donc, etc. 


On peut donc aussi se donner X et calculer E: si alors 
k est moindre que l'unité, on aura A, < k, et l'on ob- 
tiendra des modules tendant vers zéro; quand K sera 
très-petit, l'intégrale elliptique développée suivant les 
puissances de E sera rapidement convergente. 

Il est facile de voir que, si l'on pose 


k= sin, 


( 157 ) 
on aura 
0 
4, = tang? m 
tang(Ÿ — 9) = cos0 tango, 


ce qui simplifie le calcul logarithmique. 


SUR LES APPLICATIONS DES THÉORIES PRÉCÉDENTES. 


Nous avons vu que toute intégrale d'une fonction ra- 
tionnelle de x et d'un radical tel que 


EEN + ba? + ca? + dx +e 


se ramenait à trois types simples ne renfermant plus 
M. ` 
que le radical 
VNE + ma?) (1 + m'a). 


Ce radical, dans lequel A, m, m’ peuvent être supposés 
réels, comme on l'a vu, si a, b, c, d, e le sont eux- 
mêmes, peut se ramener au suivant : 


dir — s) (1 Pat), 


en faisant sortir A de dessous le radical et en posant 


Uu 
m . H 
ma? =— z? et — — = k’; mais alors k n'est pas néces- 
m 


sairement réel. Je me propose maintenant de montrer 
que l'on peut toujours supposer À réel et compris entre 
zéro et 1, ce qui simplifiera évidemment la construction 
des Tables des fonctions elliptiques. 

D'abord, on peut toujours supposer À =Æ 1 en fai- 
sant sortir sa valeur absolue de dessous le radical; enfin, 


on peut supposer m =Æ 1, en posant x7 = 2, si m 
est positif, et V — m = z, si z est négatif, Ainsi nous 


pourrons toujours supposer zn = Æ 1 et m =Æ EI, Cela 
9. 


(132 ) 
posé, on a vu et l’on vérifie très-facilement que, en po- 
sant K* —1-— 45, 


Sy z=snz, Oona A V(r— 2)(1— £z), 
1 dz 
= —; — 
sng dx 
dz 
z= dny — 
? dx 
I dz 
Ze -—— 
doz’ dx 
t : dz 
mn 

2 da 
I dz 

z= —) 
tav da 
dz 

gey, 
dx 
I AIRES 

z= —) 
cn x dn 


Dans ces formules, on peut constater que le radical est 
partout de la forme 


EI) 


et que l’on y rencontre toutes les combinaisons possibles 

des signes avec toutes les valeurs réelles et positives de 

k’, en supposant Á* — 1, trois combinaisons exceptées, à 
1 PE a , 


savoir 
Vuri keh VEGES Eé 


mais la, première est impossible si le radical doit être 
réel, et les deux autres rentrent dans les formes (7) et 


( 133 ) 


k AA S: 
(8) par le changement de 7 < enz ou de q 4 nz. Nous 
n'en parlerons donc pas. 


Il résulte de là que toutes les équations de la forme 


dz 
2 SAVE ema rete ms) 


s'intégreront par les fonctions elliptiques, et que toute 
intégrale de la forme 


fF[z, VE (1-27 mz’) (1 + m'a) | dz 


se ramènera à la forme 


a 3 
où l’on aura 


AUI. 


Montrons sur un exemple la marche à suivre pour 
opérer cette réduction. Supposons qu'il s'agisse de l'in- 
tégrale 


(Lë Ee H 
E 


en posant À, z = {, on aura 


et l’on aura 
k dt 


(a) uo (E 2c ir ous sd 
Jr 


E d An 
On en conclut que 0 est égal à en (- sume const.) , el 


par suite que 
us Dë 
V1— 6—5n e E u + const.) 


Si donc on pose 
` v1 — Ei zz Su 


z sera le sinus amplitude d'un multiple de u, et l'inté- 
grale u sera ramenée à la forme voulue 


In dz 
u-——— rl e 
k J v1—2)Q(— Dal 


La méthode de réduction que nous venons d'indiquer 
a, sur celles que l'on enseigne, l'avantage d’être purement 
analytique; elle se retrouve facilement; si l'on n'indique 
pas la marche qui conduit aux substitutions à effectuer, 
on peut hésiter longtemps avant de les retrouver. D'ail- 
leurs, notre méthode a l'avantage de donner immédiate- 
ment z exprimé en fonction de u au moyen des fonctions 


sn, cn, dn. 


Voici d'ailleurs les substitutions à effectuer dans les‘ 


différents cas pour réduire l'intégrale 


pls, VA (1 4- max?) (1 + ma?) | ax 
à la forme 
EAE, V1—2)(1— alle ou. A « 1, 


d’après MM. Briot et Bouquet, 1™° édition, p. 194. 


( 135 ) 


o E: E 2 dE / 
1? A positif, m zz — h*, m= — h^, L> l, on pose 
5 : 
qum. 
A 


2° A positif, m= — A*, m! = N^, 
ha = Vi z. 
SFA SEA, > tr, 


2, 
2 


ha = — . 
yı =z 
4? A négatif, m = — h’, m = h”, 
1 
ha = ——: 
p 


59 A négatif, m — — hè, m'— — h’, ho M, 


Ai A 
Äere — —————2.. 
Va VA " 


Quand on a ramené le radical à la forme voulue, il 
reste encore à calculer les quantités que l'on a désignées 
par K et KI et dont dépendent les périodes. A cet effet, 

K' 
. Te 
on calcule d'abord la quantité d ze ^ 5 on part pour 
cela de la formule 
m0, 
dng — wA eue) . 
0 (a) 
Si l'on fait x — o, on a 


Ee 1— 24 + 29—20 —..- 
&i(o) 


"o rps5g 3-29!--29 Er. 


On pourra résoudre cette équation par la méthode du 
retour des suites. Quand on connait q, K se calcule fa- 
cilement, et, en effet, on a 


leit, —:, 


En faisant, dans l'expression de sng, x =K, snx de- 
vient égal à 1, et l'on a 


BERTA H(K). 
_ va e(K)' 
donc 
` Side) 
"Teil 
Remplaçons H'(o) = lim zh pour x = o, O(K), H(K) ` 


et O(o) par leurs développements en produits, nous 
aurons 


ne (r— 93) (r—. gt). (1 + o) (127 29). us. 


T (r— sy (r— qq... (ra qo qty... 


ou 


aben CIS Mss PAT LE ER 
T (Ugo)... (mg) + gt) 
a2) 0-07) 02 2) 2 0)-- (12 9) (17- al, 
(1— q) (1 — gr 2 42) (a+ gt). 


= EE EEE cedo ou Meque) ol T 


C'est précisément la valeur de ©, (o). 
On a donc finalement 


K 
25 = @(0) =1 4 24 +24 ET t.n, 
T 


d'où l’on conclut K. 


Mais il est clair que l'on pourra aussi calculer K et RI 
par les formules 


1 da: f dx 
Ee SU Ee, CR 
St V(1— 29) (1— k?z?) f V(1— z) (1— 42?) 


(187) 

en les développant en série. Si E est voisin de l'unité, K 
sera donné par une série peu convergente; mais K' sera 
alors donné par une série trés-convergente. Pour aug- 
menter la convergence des séries, on pourra employer 
la transformation de Landen. 

Le développement en série de K, par exemple, se fera 
comme il suit : 


[r— æ) (1— a) 


I 
res Tr VON Eum 


REMARQUE. 


Les formules (1), (2), ..., (8) du paragraphe précé- 
dent conduisent à des formules curieuses que l'on peut 
rapprocher des formules élémentaires 


ei "ts eV ? e — eV 
cost = ——————————,. sinr ———————— "+ 
2 2 V—1i 


Considérons, par exemple, la formule (5) ; on en tire 


ez DIr + 21) (1 — 4222) dz. 
Or z, étant la tangente amplitude de x, s'annule avec x: 
on doit donc prendre pour limite inférieure de l'inté- 


grale zéro; mais alors on a 


V—1i2— sn(#", x /.—1), 
ou bien 


tn (4, æ) = I sn(4; x —1), 
V—1 


ou encore 
sn(&, x I pel 
ët dao EE en Uer) 
Vi—smn(4,z) | V—1 
Il est clair que l'on pourrait obtenir ainsi une infinité 
de formules du méme genre, mais qui seront plus cu- 
rieuses qu'utiles. 


RÉSUMÉ DES PRINCIPALES FORMULES ELLIPTIQUES. 


© (zx) —1— 2 cos 7 + 2 ^ cog TZ 2 Post i 
"AC UE Wal; K 7 Fe 


K, 
2m Ana 
8, (x) —1-- 24 cos ^ e Z og cos + 29° COS td 
1 TD Ad 28! Om 
H(z) = 29! qol sin Ze +29 sine — j 
i TX As ZA TE 
EAE E cos FE b aq cos TE +2g' cose bees, 


—(1—4)60— gf) (1—9). 


— c dE H ZE 3 ae 6 
e (ne: ann al 24^ cos 4c er) 


Ka 
9, (x) = (ism 


TE TX. / ma ; 
H (x EE sin — ZK (= SES +) (1— 2g" cos TE -7) A. 


/ H 


Hila) = 2cq* * cos 2 1+2q cos == + gt meae ít 
! 7 2K K K 


o(— zy 9 (x), e,(— a) = ©, (x), 
H(— x) — — H(z), H(— x) — H,(z), 

e (r--K)—. ez, 9e(z—K)- gll, 
ol + ICE © (a), 6, (a — K) uu (x), 
H(r--K)— Bisi H(z—XK)--—Hi(x) 

H(z +K)=— H (z) H(x—K)= Hiel 


© (r--2K)— © (x), 
e,(z--2X)— O©(x), 
H (x + 2K)—— H (x); 
H,(r + 2K) = — Hi(x). 


Si l’on fait 
NT Ge KT) 


e 
ona 


e (x + ab det le 

ole + 2K'V GER 

H (x + 2K'/ —1) — 

Hls Aalt Ee A 
O (x) s'annule pour 
9, (a) E 
a) ; 


H( 
Hi 


x) » 


1 dx 


ke 


o Viejo Fe) 


A 


(2); 
el 
(2), 
(x) 


Hiz) 


AO 
AO, 
AH 


Hx + K'V—1 


& — 2iK -- (27 -- 1)K' V —1, 

x= (2i -- 1) K + (2j E 1) K' V. — 1, 
ess SIE 4-2/K'V— t, 
a —(2i--1)K + iem 


SEM eec es Wc 


KIENT EE, 


Zei 


sna s'annule pour 


cna » 


dna » 


Périodes de snx = 4K, 
ene — AK, 
dna — 2K, 4K Vn. 

2K + K'V—r. 


» 


» 


Infinis des trois fonctions = K’ y/—r, 


rzzo et ak, 


æ=K, —K, 


H( D se | 9, 
I ir VR L lime (EB 


SRE I ET, 


SEI dt 
2K'V—T +2K, 


sno = 0, 

MESTI 

sn2K = o, 
snK//—1— o, 
sn2K'V/—1-— o, 

sn(K -- K'Y—1) = = 
sn(2K 4- K'V—1) — oco, 
en(2K + 2K' V—1) = 
sn(—) — — snz; 
SD RSEES 5) —- sna, 


sn(K'/—1-- 2) = 


sn(K + x) = 


sn(2K/V—1+x)—snx, 


sn'z = cnz dnz, 


2 
ksng 


cno =I, 
cnK — o, 
cn2K -—-r; 


cnK'/—1:-— %9, 
cn2K//—1-—-— 1, 


en(K + K' V—1)-— Zeg 


H 


k 
n(2K+K'/—1)—=, 
en(2K -+ 2K'/.—1) —— 
cn(— z) = cnz, 
cn(2K + 2) =Æ enz, 

= V—1 dng 
I jamne 2 — — 
en(K' /.—1-- x) — Au 
, sng 
cn(K + æ) —— k m 
cn(» K' Ver x) — CAT, 


cn'/z —— snzdnz, 


dno — tr, 

dnK =}, 
dn RS te 
dnK'/—:—o, 


dn2K'/—1:—— 15 
dn(K +K’ VE) = o0, 
dn(2K + K'/—1)— o, — 
dn(2K+2K'V—1)— 
dn 
n 


d 


(— x) —dnz, — 
(2 Ex) — dnz, 

— enc 
dn(K'/—1 me) = — ÿ—1 mE 


End? 


dn(K + x) = 


dn(2K' /—1-—- a) 


dn'z = — Asnzcnz. 


— — dnz, 


(ur) 


snacnó dnb Œ sn b cna dna 


eee PCs E E 
2 i ERT dl 1 — &^sn?a sn? b $ 


cna cnb Œ sna sn? dna dnb 


MCE 
amgen) 1 — Å?’sn?a sn? b ; 
dna dnb = Æ’sna snb cna cnò 
dn(a + b) = E 
le b) 1 — Åĉ?sn?a sn? b S 


x I 
de ksn’ xde = cx — ola —— Za 
o 


Lee 
9 Á " 
Que a EDO 


* Gene ena dna sn?z 
— © dr — (r, a) 
[t] 


= 


I — Á'sn'asn!x 


rofa) | 1r, e(z— a) 
zn Sd abr 


PREMIÈRES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. — FORMULES 
FONDAMENTALES. 


Dans les applications du Calcul intégral, les fonctions 
trigonométriques se présentent sous leurs formes in- 
verses quand on ne les introduit pas directement dans le 
calcul sous leur forme normale. Il faudra donc nous at- 
tendre à rencontrer par analogie les intégrales ellip- 
tiques avant les fonctions directes : aussi allons-nous re- 
venir un instant sur cës fonctions inverses. 

Nous avons posé 


E EE PK 
wi | E (k, e) 


et de là nous tirons 


sing —snF, ọ=amF, 


(142) 
; Nous poserons encore, avec Legendre, 


S ? einen 
(2) fi dy V1 — sine = Ey) = E (v, H, 
vo ` 


La fonction (1) est l'intégrale de première espèce, l'in- 
tégrale E(o) est l'intégrale de seconde espèce de Le- 
gendre : elle diffère de celle de Jacobi. On a 


M Liege D eebe 
o Vi— A'sin*g o V1 — At sin?g 


La seconde intégrale est celle de Jacobi, qui se réduit 


S 
à Z x) = ri sn*xda quand on fait sing = sinama; 
o 


nous la désignerons par J (9), de sorte que J (amx) =Z (x); 
nous aurons alors 


(3) El) =F (p) —J(s), I) =F(p)— Biel 


La fonction elliptique de seconde espèce E(9) repré- 
sente un arc d’ellipse dont les coordonnées seraient 


x= asing, y= bcosg; 


ọ est alors le complément de l'anomalie excentrique, et 


l'on trouve 
Gi DÉI 
ds — a dy "n EP cen sin’, 


et, par suite, en prenant & pour unité, et en faisant 
1— b = ki, 


ds — dọ V1 — A'sin'e; 
on a donc 
yc / 3) 
WE Elp, VI BN? 


ce qu’il fallait prouver. 


( 143 ) 
Si, pour évaluer l'arc d'hyperbole, on posait 
et — ech b "n + e? 
z =a —— =b 
E 1:23 5 D 
on trouverait 


a? E b? ue, 


EE ele y 


Par une suite de transformations, on finirait par ra- 
mener cette expression aux fonctions elliptiques, mais il 
est plus simple de suivre une autre voie pour évaluer 
l'arc d'hyperbole; nous prendrons l'équation de cette 
courbe sous la forme 

ay? — är ab, 
ou 


pe RTE 
ee 2 2 
y => Va See" 


Si l'on forme l'élément d'arc ds = dx? + dy?, on 
trouve 


aprés quoi, conformément aux régles que nous avons 
données pour la réduction des fonctions elliptiques, nous 


poserons 
a! fans Vd m? 
I— d 


(144) 
nous aurons alors 


dx" a 
ASE LI Eel Se 

KO EE A 

d z a? + b d 
Posons 

1 b? 
x! — sin $5 aub (rer Ka; 
et nous aurons 
dy ayı — À? 


AVE eer S 
di-— Hatnie COS $ 


Nous poserons 


(4) (po JE; 


costo ` 1 — Asin? ? 
- 
l'arc d'hyperbole sera donc représenté par aT (9) et sim- 
plement par T{œ), quand a sera l'unité. La suite des 
transformations que nous venons d'effectuer revient à 
faire 


I sin 
" al SE 
1 — Ai COS 9 


xz — ax! = ayı — kè tangg, 
ak — Vx— &^sin*o 


mE cosg 


COMPARAISON DES ARCS D ELLIPSE ET D'HYPERDOLE. 


Nous continuerons dans ce paragraphe le numérotage 
de formules employé dans le précédent et nous prou- 
verons d'abord que la fonction T se ramène à E et à F 
(il est bon de remarquer que T est un cas particulier de 


(145) 


l'intégrale de troisième espèce); on a 


Ss (1 —/#)dy 
t(e) = 2 e Pech 
o cos’ V1 — 4’ sin?g 


Si l’on observe alors que 


FRERE EE i? tang? k? sin? 
dtangoy — 4*sin*g = do I . Kang ip CoD 
^ cose y V V 
z — 2 ja sin? 
uu os cr xem] 
cos’ oy V V 


on aura, en intégrant et en ayant égard à (1), (2), (3), 
(B) tange 1— /?sin?g = Y (g) + (4 — 1) F(9) — Biel: 


la fonction T (9) se ramène donc à F (9) et à E(g). 
Mais on peut aller plus loin, et exprimer T(g) au 
moyen de deux fonctions E d'amplitude et de modules 
différents. Ce théorème sera démontré si l'on prouve 
que F(ọ) peut être évalué en fonction de deux fonc- 
tions E; ce théoréme célébre, en vertu duquel un arc 
d'hyperbole peut être mesuré par deux arcs d'ellipse, est 
dû à Landen et porte son nom. 
Or la transformation de Landen permet d'écrire 
6 Je qu do 
ee ne à 
(6) V1 — £i sing, av yp sin’ 
et la relation qui en résulte pour les angles 9 et ọ, peut 
s'écrire 


(7) sing = = (1 + ksin?o — opge) — Æsin’o); 


d'ailleurs, 


se ume 
1 + An 
L. Fonct. ellipt. : 10 


( 146) 
Si nous multiplions membre à membre (6) et (7), nous 
aurons 


I + À I i Tn 

gU p) = LA (se) t Ze Fh, g) — TS sine, 
g . 

où, en vertu de (3), 


Ärem, e) — Sites? : 
= rt 5,9) — E(#,9)] + ER) Hyi sing; 


mais la formule (6) donne 


b 1+/ 
Pope F(4,9); 


en remplaçant alors F (4,, 9) par cette valeur, on a 


2 
F(4,9)— Ur Nm) — (1 -- £J E(4, gi) + ksing], 


ce qui démontre le théorème énoncé. 


SUR L'ADDITION DES INTÉGRALES DE PREMIÈRE ESPÈCE. 
d: ` 

Les questions traitées ci-dessus, quoique se rattachant 
à la théorie des fonctions elliptiques, pourraient se 
traiter sans avoir aucune notion de ces fonctions; il était 
bon de les signaler, parce qu'elles ont fait naître des re- 
cherches ultérieures et ont été le point de départ de la 
théorie: on sait qu'Euler avait deviné l'intégralealgébri- 
que de l'équation d’où dépend le théorème de l'addition 
des fonctions snx, cnx, dnx. Il convient de faire con- 
naître ici une méthode géométrique due à Lagrange, qui 
a dû contribuer pour sa pU à faciliter les premières 
recherches. 


( 147 ) 
Soient 9, d, p les côtés d'un triangle sphérique et C 
l'angle opposé à p; posons 


sin? SE 
KR = Än cosC— ENT — k? sin? p» 
sinipa : 


Supposons actuellement que l'on fasse varier 9 et dh en 
laissant D constant, ainsi que l'angle C, nous aurons 


(1) cosu = cosy cos: € sino sin y 1 — A?^sin*p.; 


mais, le côté p variant seulement de position, ses extré- 
mités décrivent sur les côtés 9 et des éléments do et db 
dont les projections sur y doivent être égales. En effet, 
soient AA et DÉI les positions voisines du côté p, si du 
point O où se croisent ces positions, comme pôle, on décrit 
les arcs BC, A'C, comme OB = OC, A'O — C'O, il faut 
bien que AC = BC Or 


AC = dọ cos(ọ, p), B'C'— dy cos(y, p): 


donc 
de cos (o, p) = d coss), p), 
ou. : 
doy — sin’ (o, p.) — di re sin? (s, pl 
mais 
sin le, p) aint - 
sin} sing ` 
donc 


sin(o, p.) = & sint. 
Laformule précédente donne alors 
(2) de 1 — sind =Æ dj y1 — &'sin'g- | 


La formule (1) est donc l'intégrale de celle-ci, p y est 
constant; si l'on fait alors Y — 0, on a p — 9. Si l'on 
écrit (2) ainsi 


V1 — Æsintg ` V1 — sine $ 


IO. 


( 148 ) 
ou 


(4) Biel + F(9) — Pir) 
F(u) désignant la constante, p. se réduira à ọ pour = o, 
et (1) sera équivalente à la relation transcendante (4); 
la formule (1) devant avoir lieu pour p = o et 9 — — d 
il faudra alors prendre le signe — devant le radical, Que 
l'on fasse o = ama, jj = amb, u = am (a + b), on aura 
alors 
en(a + b) = cna cnb — sna snb dn(a + b). 

Cette équation, combinée avec les suivantes : 

ena — v1 — sn'a, 

dna — "n LAU Sn» 
fera connaître cn (a+b), dn(a 4- b) et sn(a 4- b) : on 
retrouve ainsi les formules fondamentales de l'addition 
des fonctions elliptiques. On peut retrouver ces formules 
en cherchant les lignes de courbure des surfaces du se- 
cond ordre : c'est ce que nous allons voir. 


D 


LIGNES DE COURBURE DE L'HYPERBOLOÏDE. 


On peut considérer les lignes de courbure de l'hyper- 
boloide gauche comme les lignes bissectrices des géné- 
ratrices. Or les génératrices ont pour équations 

Di 


= - cosy + sino, 


E 
à = zy — cosi, 


Se Sit 
SINS al& 


Sr, zZ ; 
= - sin g — COS 9, — 40081 + sin V. 
c 


Les paramètres 9 et dj servent à caractériser une généra- 
trice; en les prenant pour variables, les équations diffé- 
rentielles des lignes de courbure prennent la forme 


dain == Wd, 


( 149 ) 


équations dans lesquelles on a 


dz? dy X? dz\? 
pE | — au | — + (= S 


en effectuant les calculs, on a 
Vi— sin dg = + yi — sine, 
ou bien 
dy 


d’où l’on conclut l'équation des lignes de courbure sous 


forme finie. Il est assez curieux que l’on puisse ramener 
ainsi aux fonctions elliptiques la solution d’un problème 


résolu par une tout autre voie. 


THÉOREME DE PONCELET. 


Voici encore une interprétation trés-curieuse du théo- 
rème qui vient de nous occuper : considérons deux 
cercles intérieurs l'un à l'autre; soient R et r leurs 


rayons et PQ, P'Q' deux tangentes infiniment voisines 
menées au cercle de rayon r; soit OO'la ligne des centres 


arc AP — 29R, arc AQ — 24 R. 


( rÿo ) 
On aura 
ur c eb 
QQU' 4? 
mais les triangles semblables P P'M, QQ'M donnent 
PP MP MP. 
Ou "MO MQ’ 
de — MP. 
dy — MQ’ 
or, à la limite, le point M vient sur le cercle r au point 
de contact de PQ, et l’on a 


ainsi 


MP = OP — = R+ a —r+oRa cos 29, 
MQ'— 0'Q' — r= R + a^ — r? -- 9 Ra cos2:: 


on a donc e 


dọ ` R? + 43 — 7° + 2aRcos2v 
dj V R'+a—71+oaRcos2y 


NS (R 4-4)! — 7 — 2aBsin'g. 
(R a)? — r? — 2aRsin’ÿ 

Gei 2aR 

T(R +a) — p 


Si l'on fait 


on a l'équation connue 


do ER dh dum 
(1) Vi Æsing — V1— 4'sin'y t 


d’où l'on peut conclure une construction géométrique 
de son intégrale. Mais on peut en déduire un résultat 
nouveau. 

L'équation aus devient, en MN 


Sch ois" Am 


dp dy. 
V1 — #sin?p 


(C151) 
et u est la.valeur de d pour 9 = o. On voit que p. ne dé- 
pend ni deg ni de drei donc, à partir du point 9, on 
mène une seconde tangente QR au cercle intérieur;et 


si l'on pose AR = 2%, on aura encore, en posant 
1— ksing = 6, 1—/sinb—w, .., 1—/#sinp—M, 
d t d; V d 
(3) ces ere. 
QUAE cU (RUE , VW” 
en menant par R une nouvelle wm RS, on aurait 
entre l'arc 20 — AS et l'arc 2y une relation analogue: 


yo MN Y 


gression arithmétique dont la raison est né 
o 


dy ci 
les intégrales eee f , ... forment donc une pro- 


Supposons que le polygone PQRST soit fermé et que 
le point T coincide avec A, le dernier des arcs Q, Y, y... 
sera de la forme o + 277. En ajoutant alors les formules, 
telles que (2) et (3), on a 


; d 
cs nie 
o Vo o yo o yM 
ou bien 


pnr do H du 
= — m Re À 
| V1 — k’sin?ọ o V1 — f?sin?p. 


? 


( 152 ) 
donc le premier membre de cette formule ne dépend pas 


de 9; donc : 


S'il existe un polygone de m côtés inscrit dans un 
cercle et circonscrit à un autre, il existera une infinité 
de poly gones de m côtés jouissant de la méme propriété. 


Ce théorème est évidemment projectif et s'applique 
aux coniques : il a été découvert par Poncelet; la dé- 
monstration précédente est de Jacobi. 


ADDITION DES ARCS D ELLIPSE. — THÉOREME DE FAGNANO. 


Nous avons posé 


n4 
ze f A?sn?z dax. 
o 


Nous aurons alors, 


yo A? sn? (£y) am ksn? (xy) dz 
o 
-f A^sn?y dy 
o 


r 
J I^sn (æ +y) dz — Z (2 +y)— Sich 


o 


Troes leeë y) + z(y). 


ou 


Retranchons ces formules l’une de l’autre, en ayant 
égard aux relations 
2snz nr dny 


anyer oE a sn'z sn°y ` 


2sny cns dna ` 


BUE DE cn tcc er ion. 


(153) 


nous aurons 


d 4k? sng sny enx cny dnx dn y d 
dx 


(r— 4? sn°x sny)? 


z2Z(x4-y)—2Z(y)—Z(z—p) 
Le premier membre est une dérivée exacte, si l'on ob- 
serve que 2snx cnx dng est la dérivée de sn°x, et 
l’on a 


2sn°x sny ceny dny 
1— Á'sn'a sn*y ` 


—Z(r-y)—2Z(y)—Z(xr—y») 


Si l'on pose alors 
p—amx, damit, p —am (x + y), »—am (z —»), 
et si l'on observe que Zu devient J (amu), et que 
Z(v) —J(s) —F(e) — Riek -> 
la formule précédente devient 


2sin?g siny cosÿ y r — 4? Sinz A 
1 — 42 sin*o sin?g 


= F(p)— 2F(14)— F(v) —E(u) --2E(U)--E(v); 
et comme F(u) = F() +F(Ÿ), 


1 — Å’ sin? sin?Ÿ 


asin’ sind cosy dun c — E(p)+E%)+2E() 


si l'on échange 9 et d, u ne change pas, v se change en — y 
et le second membre devient — E (u) — E(v) + 2E(q). 

En ajoutant alors à cette formule celle que l'on obtient 
en changeant 9 en d, et vice versá, on trouve [eu égard 
à la formule qui fait connaitre sn (x 4- y)] 


E(y) + E(4) — E(p) = bi sing siny sing. 


NIA 


On obtient le théorème de Fagnano en posant u = 


(14 ) 
alors E(u) est le quart d'ellipse; nous le désignerons 
par E et nous aurons 


(1) F(g) -- E(y) — E — 4’ sing sind. 


Entre les angles 9, Y, u, on a la relation 
cosp = cosg cosi — sing siny y1 — A^ sin? p. 


D . T 
Si alors on fait u = SH 


o = cosy coss) — sing sin: y 1 — 4? 
ou 


(2) tange tang} = E ou b tango tangy = 1. 


Vi —#: 
La formule (1) montre que, si les arcs d'ellipse E(g) ct 
E — Ei) sont tels qu'ils correspondent à des anoma- 
lies y, Ÿ satisfaisant à la formule (2), leur différence est 
rectifiable. Les équations de l'ellipse sont 


æ = sin 95 EE Vi k; coso = b coso. 


Si l'on cherche la distance 7 du point o de l'ellipse à la 
perpendiculaire menée de l'origine sur la tangente, on 
trouve 
4? tang o 


V (&tang? +1) (1 -+ tang’+) 
En chassant les dénominateurs, on trouve une équation 
du quatrième degré en tang 9, à savoir 


4 


JA 
b? tang'o + tang?o (+ pi sl +IZ=0O: 


Soient o et dj les deux solutions de cette équation, on en 
déduit 
b tangg tangŸ = 1. 


L'identité de cette formule avec (2) montre de quelle 


(65°) 
façon doivent être construits les angles 9 et W. On voit 
que les arcs Kiel et E — E(d) auront une différence 
rectifiable, s'ils sont choisis de telle sorte que les nor- 
males menées par leurs extrémités soient à des distances 
égales du centre de l'ellipse. 


SUR LES ARCS DE LEMNISCATE. 


La lemniscate est, comme l'on sait, une courbe telle 
quele produit de ses rayons vecteurs issus de deux points 
fixes est constant. Son équation en coordonnées po- 
laires est, en prenant pour axe polaire la droite qui joint 
les points fixes et pour origine le milieu de cette droite, 


ri — 2 art cos20 + af = Di, 


2a désignant la distance des points fixes et b une con- 


stante. 
M. Serret, dans un Mémoire inséré au tome VIII du 


Journal de M. Lióuville, a monté que toute fonction 
elliptique de première espèce pouvait être représentée 
par deux arcs de lemniscate. Voici son analyse : 


"ND 
Soit- < 1, la courbe se compose de deux branches 
a 
V Dee : i , 
distinctes. On pose — = sin24. Soient s, et c, les deux 
a 


arcs de lemniscate, dont les extrémités ont pour angles 
polaires 0, et, on a 


E fi V cos20 + Vcos20—cosiay 
m" 0, V C08?2.0 — cos? 2:1) m 


de SE cos 2 0 — Vcos?20 — cos. 23 


cos?20 — cos?2:) 


(156 ) 


On déduit de là, en ajoutant et en retranchant, 


Rita A Mss DH EE do 
$9717 0, = D 
0 


a V cos2 0 — cos 2: 
. 0 
: ; -b CH d'o 
So — 0, = y2 — D 


e 0, V cos20 + cos 2Ÿ 
Si l'on pose, dans la première formule, 
sin 0 — sin: sino, 
dans la seconde, 
sin 0 — cosy sing, 
ona 
MAT M 
si+oi = = [F (sin, o.) — F (siny, q,)] 


2 


si — o; = P [F (cos), s.) — F(cosÿ,9,)]. 


On voit que les modules de ai oi et de s! — c! sont 
complémentaires. 3 
Un calcul un peu différent conduit aux mémes con- 


gus b - 
clusions quand on suppose ->œ 1 ; mais alors ce sont les 
a 
arcs correspondant à des rayons vecteurs perpendicu-' 
EE Gi EE ; 
laires qu'il faut désigner par sj, ei, 
La lemniscate de Bernoulli est la plus célèbre; elle a 


pour équation 
| r? = 2a? cos20. 


L'arc de cette courbe est donné parla formule 


a y 2 d0 
ds = aÿz40 e 
V cos20 
Si l’on pose 
I 
sin 0 = -= sino, 


V2 


ona 
do 


ds—a SC 


US 
I—-slIn?o 
D 


On en conclut, en comptant convenablement l'ai, 
) pP , 


EEN 


LE E arc sin (Vasino) | 


On trouve aussi 


ou bien 


2. a3 dr 


$— << o4 
7? 2 
Valaa 

24° ^ 


AIRES DE QUELQUES COURBES. 


La quadrature d'une courbe du troisième degré ne dé- 
pend absolument que des fonctions elliptiques; pour nous 
en convaincre, plaçons l'origine sur la courbe: l'équation 
de la courbe sera de la forme 


gale y) + 2e(2 y) gi (27) = 0, 


Pis Pas Ọs désignant des polynômes homogènes de degrés 
1, 2, 3. On peut l'écrire 


Y Ers dE 
DE z) + ase (ns z) +a (22) = 0) 


` et, en posant 

) y = tE, 

on a 
a* gs (x, t) +H 2x e(t, t) + gr, t) it), 

On en üre 


SCH e c voi Tu enin 
s= — ; 
Q3 


(4105) 
en appelant alors R la racine d'un polynóme du qua- 
trième degré, on voit que x est de la forme f (t, R), où f 


mn : y dx 
désigne une fonction rationnelle; qp €! Y m të seront 
a 


de la méme forme, et par suite l'intégrale 


l; 
; fre fra 


ne dépendra que des fonctions elliptiques. 

Lorsqu'une courbe du quatrième degré a deux points 
doubles, on peut aussi exprimer son aire au moyen des 
fonctions elliptiques. En effet, au moyen d'une transfor- 
mation homographique, on peut transporter les deux 
points doubles à l'infini: soit 


lee = 0 
l'équation de la courbe ainsi transformée ; on peut sup- 
poser que z = 0, $ — o et z — 0, y = o soient les 
coordonnées des points doubles. Quand on fera 
2-—:0,. 2—0 
dans les formules 
df d d 
af == 0; CR O, df —— (0) 
du dy dz 
elles devront étre satisfaites; les dérivées des termes du 


quatriéme degré en x et y devront donc s'annuler pour 
x — 0, ce qui exige que le terme en y* etle terme en xy? 


: AO EGIT, | 
soient nuls; la dérivée M étant nulle pour x = o, il faut. 


que le terme en x” soit nul également; on verrait de même. 
que les termes x? y, et x* ainsi que y*, disparaissent. 
L'équation de la courbe prend donc la forme 


Ary + Bz?y + Ce 
+D + Ezy +F + Gr +Hy +K=o, 


Ke 
et, si l’on résout cette équation par rapport à y, on 
trouve pour celte fonction une expression rationnelle par 
rapport à x et pgr rapport à un radical recouvrant un 
polynôme du quatrième degré. 


d 1 
SUR LES COURDES DE DEGRÉ 772 QUI ONT = (m — 1) (m — 2) 


POINTS DOUBLES. 


S 1 ; 
On sait que = (m — 1) (m — 2) est le nombre maxi-. 


mum de points doubles que puisse posséder une courbe 
d'ordre m. | 
I 


Une courbe d'ordre m qui posséde ^ (m — 1) (m — 2) 


points doubles est quarrable par les fonctions algé- 
briques et logarithmiques (y compris les fonctions cir- 
culaires inverses). 

Il suffit de prouver que l’x et Ly de cette courbe sont 
fonctions rationnelles d'un méme paramètre 2; pour y 


parvenir par les $ (m — 1) (m — 2) points doubles D de 

la courbe 

(1) Fe) 0; 

d'ordre m, faisons passer une courbe d'ordre m — 2. Cette 

courbe est déterminée quand on l'assujettit à passer par 
^ 


(m—2) (m-4-1) points; or, elle passe déjà par 


(m — 1) (m — 2) points D : on peut donc l'assujettir 


Din Dim 


encore à 
I 1 
zn — 2) (m + 1) — - (m — 1) (m —2) = m — 2 


conditions. Nous l’assujettirons à rencontrer la courbe 
(1) en m — 3 points fixes que nous appellerons À ; elle 
contiendra alors dans son équation un paramètre arbi- 


( 160 } 
traire À, et cette équation sera 
(2) ele, y) +AŸ(x, y) = o. 


Mais cette courbe (2) coupe (1) en m (m I. 2) points; sur 
ces m (m — 2) points, lès points D comptent pour deux 
etéquivalent à (m — 1) (m — 2) points d'intersection ; 
si l'on y ajoute les m — 1 points A, on voit que 


(m — x) (m — 2) + m — 3 =m — 2m — 1 
points d'intersection des courbes (1) et (2) sont fixes et 
connus; il n'en reste plus que 

m(m —2)—(m*? — 2m — 1) —1 

qui soient variables. Si l'on forme alors la résultante des 
équations (1) et (2), toutes les racines x de cette résul- 
tante seront connues et indépendantes de 2, à l'exception 
d'une seule que l'on obtiendra par suite à l'aide d'une 
simple division et qui sera rationnelle en X. Ainsi x et y 
s'exprimeront rationnellement en fonction de À. 
C. Q. F. D. 


Réciproquement, on peut prouver que, sz x el y sont 
p0) s 
p) 9(3) 


9, X» Y étant de degrés m au plus, x et y seront les coor- 


des fonctions rationnelles de A de la forme 


1 
données d'une courbe d'ordre m ayant mm) 


(m — 2) points doubles. 
Posons, en effet, 


ba de 2 


(1) reme rene 

ein) xe) YO) 
z étant introduit ici pour l'homogénéité ainsi que p 
(nous supposerons ultérieurement z = 1, m=1). La 
courbe représentée par les équations (1) coupera la droite 


(2) ac + by--cz—0 


( 161 ) 
en z points, car les À d'intersection seront donnés par 
la formule du degré m 


age) bx Dan) ehn zm, 


À aura m valeurs et par suite x et y auront z valeurs 
simultanées. 

Comptons maintenantles points d'inflexion ; ces points 
satisfont à l'équation (2) et.aux suivantes : 


dx dy dz 

(3) a dx n dx Eie qe 05 
dx diy d'z 

(4) quc aero SN 


or, en vertu du théorème des fonctions homogènes, ( 2) et 
(3) peuvent s'écrire 


ach dx dx 

(5) «(s dv E ? didi p? dpi cie og m 
dz da 

(6) «(s de am) 0? 


la résultante des formules (4), (5), (6) donnera les À des 
points d'inflexion. Or (à) et (6) se simplifient et peu- 
vent s'écrire 


dx P4 d?y pun d'z T 
ne p y ke ed 
T dp? dp? dy? d 
dx dy d'z 


as ddr ORE S 


et la résultante cherchée prend la forme 


d'z dy d'z 
dia dy dis 
ect E 
d?a d? y däs 


ds dé dis 
L. Fonct, ellipt. II 


( 162 ) 
Cette équation est manifestement du degré 3(m:— 2); 
ainsi la courbe considérée possède 3 (m — 2) points d'in- 
flexion. Or une courbe d'ordre m posséde normalement 
3m (m — 2) points d'inflexion ; celle que nous considé- 
rons en a donc perdu 


3m(m— 2) — 3(m als 3(m — 1) (m — 2). 


Or on sait que les points d'inflexion ne disparaissent 
que parce qu'ils se trouvent remplacés par des points sin- 
guliers. Chaque point double faisant disparaître six 

ó : à 3(m —1)(m—2 
points d'inflexion, on en conclut que ine met 


H . ` 
ou—(m—1)(m— 2) points doubles se sont attachés à 
2 


la courbe. CAO ED. 

Il faut bien remarquer que dans notre raisonnement 
nous avons tenu compte des points situés à l'infini, ce 
qui résulte de l'emploi des coordonnées homogènes. En 
second lieu, nous n'avons, en fait de points singuliers, 
considéré que des points doubles, mais il est clair que nos 
énoncés devront être corrigés si les points singuliers, au 
lieu d'étre des points doubles, devenaient points triples 
ou seulement points de rebroussement. 

Les théorémes précédents sont dus à M. Clebsch qui 
les a établis, mais moins simplement, dans le Journal 


de Crelle (1. 64, p. 43). 


I 
SUR LES COURBES D'ORDRE 772 POSSÉDANT 5 m (m = 3) 


POINTS DOUBLES, 


; 1 : 
Les courbes d'ordre m possédant z” (m— 3) points 
doubles sont quarrables par les fonctions elliptiques. 


Pour démontrer ce théoréme, considérons une courbe 


(1) Zielen 


( 163 ) 
` I 3 
d'ordre m, possédant ;" (m — 3) points doubles D; ce 
AO ee : 
nombre est égal à à (m — x) (m — 2) — 1,c'est-à-dire au 


maximum du nombre des points doubles moins .un. 
Pour déterminer une courbe d'ordre m — 2, il faut 


I T . D 
- (m — 2) (m + 1) conditions ; on pourradonc assujettir 
2 


I 
une courbe d'ordre m — 2 à passer par les ;m (m—3) 


points D et par 


(m— 2) (m+ 1) — 2m(m—3)—1— m—2 


CRE 


autres points de la courbe (1), que nous appellerons A. 
Cette courbe contiendra dans son équation un paramètre 
arbitraire À et pourra être représentée sous la forme 


(2) g(2,3) Ayler) = 0; 


mais cette courbe (2) coupe la courbe (1) d'abord en 
m (m — 3) pointsconfondus avec les points doubles D qui 
comptent pour deux, et en m — 2 points À, ce qui fait 
en tout m? — 2m — 2 points ; or les courbes (1) et (2) 
devant se couper en m (m — 2) points, il restera deux 
points que j'appellerai B sur la courbe (1) et par les- 
quels passera encore la courbe (2). Nous supposerons les 
points À fixes ; les points B dépendront alors de la valeur 
attribuée à à; nous les déterminerons comme il suit : 
Par l'origine, imaginons une série de droites 


(3) DUE 


passant par les intersections A,B, D des courbes (1) et 
(2); les coefficients angulaires æ seront racines de l'équa- 
Don 


(4) (ya— am) (yı — ax) (ys — ax)... =0 ou R—o, 


(364 ) 


dans laquelle (x, y1), (xs, s), ... sont les solutions 
communes à (1) et (2); on peut supposer que x,y, et 
Laya sont les coordonnées des points B. Alors on voit: 
1? que l'équation (4) est la résultante de (1), (2) et (3); 
2? que cette résultante est divisible par le facteur 


(i — ax) (Ya — CLAIR 
que nous représenterons par 
(5) A«--2Bz--C-—o ou R =0, 


et qu'il sera facile de former. Ce facteur fera connaître les 
coefficients angulaires des droites allant de l'origine aux 
points B ; 3? la résultante R = o pouvant s'obtenir en 
éliminant x entre 


f(z,«z)-— 0 et g(z,«x) tiple ar) =o 


sera de degré m par rapport à À; mais comme, dans cette 
résultante, dy, ys, X4, y1, + «+ Sont indépendants de 2, le 
facteur Ag? + 2Ba + C le contiendra seul et par suite 
l'équation (5) sera du degré m en À. 


On tire de (5) 
(6) des: D VB— AC 
, A 

en ne considérant que l’une des valeurs de æ; la valeur 
correspondante de x s’obtiendra par les considérations 
suivantes : soient aj; et bi les coefficients de x5? dans o 
et Y et C;; — ait À bij faisons varier aa, Ba, au, by de 
manière à ne pas altérer la résultante R; = 0; les auan- 
ütés x ne varieront pas, et l'on aura 


dR, dR, 
" d; dC;; I (le dC; = 0» 
l(o + 14 ].(a À 
$ E E EH dCi; = d (s + y) dCy = 03 


( 165 ) 
cette derniére formule peut s'écrire 
ab yl dC; + xk y!dCy = 0, 


et l'on en conclut 


(7) ic in E ic: itt 
de là plusieurs manières de se procurer x en fonctior 
rationnelle de o et de 2, par exemple au moyen de 
l'équation 

dR, + dRi 

NE er dC, 


Maintenant revenons à la formule (6), pour étudier la 
quantité B* — AC placée sous le radical et la décom- 
poser en facteurs, Pour cela annulons-la : l'équation 
R, — o aura une racine double; les droites allant de 
l'origine aux points B seront confondues, ce qui peut 
avoir lieu : 1° soit parce que les points B sont en ligne 
droite avec l'origine; 2? soit parce que les points B sont 
confondus. 

1° Supposons d'abord les points B en ligne droite avec 
l'origine, x doit être indéterminé ; donc, dans les for- 


dR ó 
urules (7), les i07 L doivent être nuls. Or on a 
ao # 


dR, xa dR, dC; — dR, Ps 


y= 0; 
di doy d E dOy H. ^? 


mais, l'équation (5) ayant une racine double, on a aussi 


T 


di o: 
di m, 
dR, A 
or, quand on pose dg; OO Ag- Bo, ou g —— y 
R, se réduit à 
p: — AC 


Re 


[E^ 


( 166 ) 


A dree: 
en égalant d; à Zéro, on a alors 
aA 


d= 
EE E 
Age hip sud AC). 0 


donc enfin B* — AC s'annule en méme temps que sa dé- 
rivée pour les valeurs À pour lesquelles deux points B 
sont en ligne droite avec l'origine; Di — AC aura donc 
autant de facteurs doubles qu'il y aura de valeurs de À 
pour lesquelles les points D sont en ligne droite avec l'o- 
rigine, et l'on pourra écrire 


VB? — AC— e(1)y Y. 


2° Supposons maintenant les points B confondus, les 
valeurs de À pour lesquelles cette circonstance se présen- 
tera s'obtiendront en exprimant que les courbes (1) et 
(2) se touchent : alors aux points de contact on aura 


df. (do d\ dë [de dy — dë (de dA 


j WI f o 
en égalant ces rapports à — en chassant les dénomina- 
P 
teurs, puis en éliminant p et À, on trouve 
(8) 1==0; 


J désignant le déterminant de f, 9, Y. L'équation (8) est 
celle dela jacobienne des courbes f= o, p= o, Y= 0; 
or on sait que (Sarmon, Lecons d’ Algèbre supérieure, 
traduites par Bazin, p. 72) si les courbes 9 = o, Y = o 
sont de méme degré: 1°la jacobienne passe par les points 
communs aux trois courbes; 2° si f— 0 a un point 
singulier en D, la jacobienne y a un point singulier avec 
les mêmes tangentes et par conséquent coupe f = o en 
six points confondus en D; 3? la jacobienne touche la 


KEE 
courbe faux points A et par conséquent y coupe f en 
deux points confondus. 
Or la jacobienne est de degré 
m-——1--2(m—2)-3m—7; 
elle coupe f — o en m (341 — 7) points dont il faut dé- 
falquer les points D au nombre de ss 


6 = m(m — 3) = 3m(m — 3), 


et les points À au nombre de » (m — 2); il reste donc 
m(3m—75) —3m(m —3)—2(m— 2) = Å 

points où la jacobienne peut rencontrer f= o et par 
suite où la courbe (2) peut toucher (1), et par suite 
quatre valeursde A pour lesquelles B? — 4 AC s'annulepar 
lefait du contact de (1) et (5). Le polynóme V est donc du 
quatrième degré en À; d’où il résulte que l'a et par suite 
Pax et Py d'un point variable B dela courbe f — o peu- 
vent s'exprimer rationnellement en fonction d'un para- 
mètre À et d'un radical de la forme 


Vi Fak + [D 4- y d, 
ce qui démontre le théoréme énoncé plus haut. 


La premiére démonstration de ce théoréme est due à 


M. Clebsch (Journal de Crelle, 1. 64, p. 210). 


Remarque. — On pourra représenter les coordon- 
nées x, y de la courbe (1) sous la forme 


z-—FDVa—»)(— £j], 
ré, dir Eli Ell 
à l’aide d’une transformation rationnelle opérée sur la 
variable À; si l’on fait alors À = snt, on aura 
x — G(snt) + sn't H(snt£) 
y zz K (snc) + sn'zL (sn), 


( 168 ) 
G, H, K, L désignant des fonctions rationnelles. En 
effet, le radical entrera si l'on veut dans x et 7° sous 
forme linéaire; or il est égal à ent dnt, c'est-à-dire à sv't. 
C0 FD. 


Ainsi, quand une courbe a son maximum de points 
doubles moins 1, ses coordonnées sont des fonctions ra- 
tionnelles d'un méme sinus amplitude et de sa dérivée, 
ou, si l'on veut encore, sont des fonctions doublement 

BA e x Eun 5 ^ : 
périodiques de méme période d'une méme variable 


QUELQUES COURBES REMARQUABLES DONT L'ÉQUATION 
DÉPEND DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Lorsque l'on cherche une courbe plane dont le rayon 
de courbure soit proportionnel à l'inverse de l'abscisse, on 
est conduit à l'équation 


Cette courbe est une élastique, on la rencontre encore 
quand om cherche parmi les courbes isopérimétres celle 
qui engendre le volume. de révolution minimum ; en 
transformant convenablement les coordonnées, on peut 


d 
prendre e = 0: alors on a 2 = O0 quand x É—0.et 
da 2 ? 
æde 
Joa — A 


o ya‘ — z* 


ou 


( 169 ) 
Si l’on fait Z Ee Onia 
Sudden 
her (1— 2) (1 TUNIS 


v2 


or, en prenant le module f égal à 7", en sorte que EC 


on a 


4 


emie — E (1 — cn*0) (1 +- cn*0)5 


si donc on fait 


duh PE (112) (x të), 
on aura 
RUE » PK 
DEE a V2 10cn?9 = — "f (1 — sn*0)d0; 
0 2 2 0 


la limite inférieure est d'ailleurs arbitraire si l’on choisit 
convenablement l'origine : on a alors 


yz—-——04- - 40 


c -—acn0; 


La courbe de M. Delaunay engendrée par le foyer 
d'une ellipse ou d'une hyperbole qui roule sans glisser 
sur une droite a pour équation 

(a? +) dx 
Via — (a? Et) 


dy = 


son abscisse et son ordonnée s'exprimeront facilement 
aussi par les fonctions elliptiques. Dans cette courbe, la 
moyenne harmonique du rayon de courbure et de la 
normale est constante, 


( 170 ) 
SUR LE MOUVEMENT DE ROTATION AUTOUR D'UN POINT 


Les équations du mouvement d'un 'corps solide qui 
présente un point fixe et qui n'est sollicité par aucune 
force extérieure sont, comme on sait 

, 3 


dp 
u (B—C)grs 
dq 

(1) B (C—A)m 
ca e 
q (47 B)pe- 


A, B, C sont les moments d'inertie principaux rela- 
üfs au point fixe; p, q, r sont les composantes de la ro- 
tation instantanée autour des axes principaux relatifs 
au même point; enfin, t est le temps. 

L'analogie entre les équations (1) et celles qui lient 
entre eux snx, cnx, dng et leurs dérivées est telle, que 
. l'on est tenté de poser 

p — «eng (t — +), 
ES Bsng(e— T), 
r= ydng(t— «), 
æ, D, y, g, 7 et le module k désignant des constantes ar- 
bitraires; et l’on satisfera effectivement aux formules (1) 
si, observant que 
cn'z = — snw dna, 
sn'z = cenz dnz, 


dn'z = EI sn cng, 
on prend 


Ces formules, auxquelles on est conduit ainsi par la 
méthode des coefficients indéterminés, fourniront pour 
a, D, y des valeurs réelles si l'on a A > BC, ce qu'il 
est toujours permis de supposer. 

Les trois arbitraires de la solution sont g, k, c. On 
peut faire abstraction de la dernière c, et, en comptant 
convenablement le temps, poser 
(2) p-«cngt, q-—sngt r—7dngt. 

Les formules (1) sont donc intégrées. 

Mais, pour résoudre complétement le probléme, il ne 
suffit pas de connaitre p, q, r, il faut encore calculer 
les valeurs des angles 0, 9, Y, qui, dans les formules de 
transformation de coordonnées d'Euler, servent à définir 
la position des axes principaux d'inertie par rapport à 
trois axes fixes passant au point fixe. On démontre dans 
les Traités de Mécanique que l'on a 


A 
DE sin o sing — + coso cuc 
dt dt 
. dp . d 
(3) em coss sin0 7^ — sing 
r=% 
25: 


Prenons le plan du maximum des aires, ou plan inva- 
riable, pour plan des xy. On sait que Ap; Bg, Cr sont 
les moments des quantités de mouvement relatives aux 
axes principaux. Si donc on désigne par G la constante 
des aires /A* p* + B*g* + C?7*, on aura 
Ap-Gcos(z,A), Bq-Gcos(z B), Cr—Gcos(z, C), 


ou bien 
Ap =G sinb sino, 


(4) Bq = G sinb cos, 
Cr = Gcos0. 


(4522) 
La constante G est facile à calculer au moyen de K et 
de g. De ces trois formules on tire 0 et 9; il reste à cal- 
culer l'angle d. Pour cela, entre les formules (3), éli- 


: d 
minons => nous aurons 
[f 


" : ERA o 
ee 
ou 
p sing + q cosg di; 
sin 0 


di = 


Éliminons 9 et € delà, au moyen des formules (4), 
nous aurons 
Ap Pai Ap? -- Bg? 


dici ceci 


dj — GER E A*?p! + B? q* 


ou enfin 


ana 2 end 
(5) DG bee sn?gt 


Le 
A*a? cn? gt + B?? sn' gt 


Posons, pour abréger 
(6) DIT 
nous aurons alors 


G Ac? cn?x + B Lens 
diy = A'a?en? P. dz. 
g a?en?x + B*p?sn?x 


Remplaçons cn°x par 1 — sn°x, et a, f, y par leurs 
valeurs (a); nous aurons 


gest B — C + (A — B) sn?z 
~ g A(B— C)+ C(A — B) sn'z 


AB EXC — —— 
(7) caon Vo Va 


et a sera réel, puisque sna est une fonction impaire; 


( 179 ) 


nous aurons alors 


Be 

mas G A—B Lund i 

[ = RER PR Ic. T, 
EC ams — sn? aV —1i 

ou 
sn?z — Sage —I 

G A 

diy = — Aoi 
gc sns — sn'a I 


ce que l’on peut écrire 


G PE ay — 1j 
c 


FUR 


(8) 
sn'z — sna  — 1 
Désignons par F(x) la quantité placée sous le signe f, 
en sorte que 
G 


= —— fF(x) dx. 
V o SFe) 
Nous allons, pour pouvoir intégrer, décomposer F(x) 
en éléments simples, par la méthode de M. Hermite. 
Nous désignerons par P l'intégrale de 


(s) =), 


prise le long d'un parallélogramme de côtés 2K et 
2 K' /— 1 (périodes des fonctions elliptiques). Cette quan- 
tité I est indépendante de x; elle est égale à la somme 
des résidus de la fonction f (z) pris à l'intérieur du pa- 
rallélogramme en question. Si l'on suppose que ce pa- 
rallélogramme contienne le point x, le résidu relatif à 
ce point sera F (x); quant aux résidus relatifs aux autres 


infinis a /— 1 et — a y — 1, ils sont de la forme 


H'(ay—i—z) ; 
H (aV — 1— z2) 


( 174.) 
multipliée par la limite de 


(x — a) (Asn?x —C sna — 1) 


sn?z — sn?a /— I 


pour x = ay — 1; or cette limite est 


(A — C) say — 1 (A —C)snta/ — à 
2sna V — rsn'ay — 1 2sna / — 1 ena V — 1dna V — 1? 


ainsi donc on a 


Asn'z — Csn'ay - I 


n L— 
sn?z — sn?ay — 1 
t H (ay — r— z) (A — C) say — 1 
2 H (ay — 1— x) snaÿ— 1enaÿ — rdna/— 1 
1H(aÿ—1+x) (A —C)sn'aÿ—: 
2H(aÿ—1+x) ane ene V— 1 dnay/ — 1 
ou bien 
F(z) Asme Osa 


sn? x — say — 1 
ee (A—C}snayÿ—1 
SH 2enayÿ— 1 dna — t 


ue ees 


= -+ — — 
H(aV — x 4- z) H(«V—1— z) 
Substituant cette valeur dans (8), on a 


Gr 1G(A—C) snay — 1 
Jee kee ele 
gAC 2 gAC cnaÿ—1dnaÿ—1 

(z—aV—1) 


x log À UN 
H(x + aV — 1) 


Cette formule se simplifie beaucoup quand on remplace 


(9) 


(173 ) 
G par sa valeur. On a 
G? = A’ p? + Bio SE C?7? 
= A'uaen?x + B? f? sn? z + C'ydn?x; 
si (ce qui est permis, puisque G est constant) on fait 
x —0,0na 
G? — A?a! + Cy 
et, en remplaçant æ et y par leurs valeurs (a), 
ABC AP(B—C)-4- CíA — B), 
EE DEET ON 
d'un autre côté, si, à l'aide de (7), on calcule cn ay — x 


et dn a y— 1, et si alors on forme la quantité 


G (A — C) sna V — 1 
Y Geschl 
EÄL  cnaÿ— 1dna | — 1 


NI= 


VER 


on la trouve, réductions faites, égale à ; il en résulte 


que la formule (9) se réduit à 


Gra VEL H(r—aV—1) 
p= = log ———— 
gAC 2 H(z +a — 1) 


On peut introduire, comme l'a fait Jacobi, la fonction € 
àla place de H, en observant qu'à un facteur constant 


prés on a 
FO EUNT Le 
H (x —ay— 1)— e(z—ay—1—K'y— 1)e NNUS 


2k 


H (x + ay. — 1)— 0 (z-- aV — 124- EN — 1)e 
Si donc on fait a -+ K/ — 7, on aura, en négligeant une 
constante, 


(PME teen) 


"el A Edi 


(1762) 

Rueb, en modifiant des formules données par Legendre, 
était parvenu par une tout autre voie à ces résultats; 
Jacobi est allé plus loin en calculant encore les lignes 
trigonométriques de d de manière à revenir, au moyen 
des formules d'Euler, aux neuf cosinus qui définissent la 
position du corps. Indiquons rapidement la marche qu'il 
a suivie. 

La formule (10), en ayant égard à (6), devient 


Gre) Wa Oo (x — t/— 1) 
RS E log : 
? AC Bc e(z--t/—:1) 
si l'on pose 


p= 


on aura 


Mir ez — tV — Gr 
2 


o AX 
Fo(z--ty—1) AC 


y — nt-4 p, 


etd se composera d'une partie proportionnelle au temps 
(et l'on pourra appeler la quantité n le moyen mouve- 
ment) et d'une partie dun dont nous allons calculer le 
sinus et le cosinus. On a 


Sal — ole t1) 
De S. 


et l’on en conclut facilement vos, et sin, Pour plus 
de développements, nous renverrons au Mémoire de 
Jacobi inséré dans ses Mathematische Werke, 1. XI, 
p. 139, écrit en français. 


MOUVEMENT DU PENDULE CONIQUE. 


Prenons pour axe des z la verticale descendante du. 
point de suspension, pour plan des xy le plan horizon- 
tal passant par le méme point. Soient r la longueur du 


(177 ) 
pendule, @ sa colatitude, d sa longitude ` le théorème 
des forces vives donnera 


10 V? y d 
(1) C) + r? sin?0 (4) = 2grcos0 + a, 


et celui des aires 
d dh 
(2) r’ sin 20 (x) = €, 


a et c sont deux constantes dont nous allons fixer la 
valeur. Soient vi — 2 gh, la vitesse initiale du mobile, 
h sa hauteur initiale au-dessus du point le plus bas; en 
faisant t — o dans (1), nous aurons 


Po = 2.gr cosh + a, 


ou 

2gh = 2gh +a; 
d’où : 
(3) a — 2g(h, — A). 


Désignons par p. l'angle que v, fait avec l'horizon. En 
faisant £ = o, 0 = 0, dans (2), nous aurons 


2 GANG 
?sin?0, | — | = c; 
4 do ( dt ) ` 2 
Mg eue di PS : PT 
mais r' sinO, ar), st égal à v, cosp. et r'sin6, est égal à 
0 D 
Vi on a donc 
(4) c = yr! — hê v cosp = y2 glo (7? — h?) cosp. 
à AR dy 
Maintenant, entre (1) et (2), éliminons,7; nous au- 


rons 


d0N? — (2grcos0 + a) r^ sin?0 — c 
Gh) n r sin?0 

Si nous posons 
(6) à rcos0 =z, 
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nous aurons 


dz 


(1) P og e) (n—2)—c 
ou, en vertu de (3) et (4), 
P (S) e aelis -- A — 7) (f — 2) — h(r — h?) cosy]. 


Si l’on substitue à z, dans le second membre, 
— co , — r, h, +r, on obtient des résultats ayant pour 
signes +, —, +, — ; on peut donc poser 


Im ` el =—2s(— 0) (2—6) (2—7) 


æ, D, y désignant des quantités réelles dont deux sont 
comprises entre — r et + 7, et dont la troisième est né- 
gative et moindre que — r. 

On sait que, pour ramener l'équation (8) à celle qui 
définit la fonction elliptique, il faut poser z = æ + pu”; 
posons donc 


(6) z — a + p sn'ot; 
nous aurons, au lieu de (8), en écrivant s au lieu de 


sn wt et en désignant par E le module inconnu de snot, 


s'(2720*pK* + gp’) 
+ s[(r-4- k) 27o!p + gp(2« — p — all 
-b2rep + g(a— p) (« — 7) — 0. 


Cette formule aura lieu, quel que soit s, si 


( 179 ) 


En éliminant w par division, on en tire 


ARCS —p DUE. p 


"ast rcv gun SE 


d’où, égalant les valeurs de AS. 


EE Mee 
2«— p—* 
En résolvant par rapport à p, on trouve — (z — f, 


& — 3 


+ Pour que A 


ou — (æ — y); alors À = = ou 


soit réel, il faudra que æ — fj et æ — y soient de même 

signe, ce à quoi on arrivera en prenant pour c la racine 

positive la plus grande. Enfin, pour que E soit moindre 
j b 


que l'unité, on prendra p = — (a — f), =", et 


l'on. supposera que y soit la plus petite des racines; 
alors on aura 


(10) GER WS 


la formule (9) donne alors 


z= a — (« — p) sn? ot, 
ou bien 
z= a cn? et + B sn? ot, 


ou, en vertu de (6), 
(11) rcos0 — c cn? et + Bsn? ot. 
Maintenant, la formule (2) donne 


d) | c 
dt^ rsini8 
et, en vertu de (11), 
dt 
dc ER EE 
r' — (« cn*ot + Bsn?*otl* 


c dt I 1 
2r \r— «cn*ot —su?ot— 7 +acn'ot + f sn?ot 


On a donc enfin 


2r I £ dt 
Von yep umm. 
1 + sn?ot 
T ste 
H 
I G dt 
rg — p 


Les deux intégrales qui figurent ici sont de seconde 
2r í 
espèce; — (Y — po) se composera donc d'un terme pro- 
portionnel à t et de termes périodiques de la forme 


glat +e). 
@(wt+e) 


Si donc on imprimait au pendule un mouvement uni- 
forme de rotation convenable, son mouvement relatif 
serait périodique. 


FIN DE LA THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 
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